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$ 17， 波动 方程 


163.， 弦 的 振动 方程 ”求偶 微分 方程 的 积分 问题 属于 分 析 的 
景 艰深 而 且 最 广泛 的 部 门 ,这 里 我 们 只 限于 考虑 这 个 范围 中 的 基 
本 问题 。 这 一 节 中 我 们 诡 连 条 于 所 请 波动 方程 的 问题 。 下 面 形状 
的 方程 叶 做 波动 方程 : 


Ou Ow 上 
Gr 0 "(2 3 或 区 a Au, 
、_ Ow a OW _ i 
其 中 4 5 =div grad vo 


在 [116] 与 [118] 中 洪 虚 次 与 电 汐 振动 时 我 们 遇 到 过 这 个 方 
程 。 设 不 依赖 于 y 与 x， 就 是 说 ,在 任何 一 个 冬 志 于 子 轴 的 平面 
上 的 所 有 的 点 , % 有 相同 的 值 。 在 这 情形 , 波动 方程 的 形状 如 下 : 


2 2 02 
BE B02? 


在 这 样 的 情形 下 我 们 通常 培 是 有 在 面 波 。 更 在 我 们 来 说 明 , 当 考 
处 紧张 的 弦 的 微小 的 横 振动 时 ,我 们 得 到 这 样 的 方程 。 
所 刘 弦 我 们 指 的 是 稚 症 的 线 , 它 可 以 自由 的 交 曲 。 我 们 驶 让 
受 有 很 强 的 张力 To 的 作用 ,着 且 在 平衡 状态 下 ,没有 沿 工 轴 方向 
的 外 力 (图 127) 。 此 外 ,如 果 它 由 平衡 位 置 遭 受 了 随意 的 外 力 的 作 
用 , 弦 就 开始 振动 ,而 且 当 平衡 时 弦 上 具有 横 坐标 为 * 而 位 置 在 站 
的 点 , 在 时 列 t 就 具有 位 和 置 M 。 我 们 只 限于 考虑 慌 柑 劲 ,假定 伪 
部 运动 出 现在 一 个 平面 上 ;而 且 弦 上 的 点 垂直 于 克 轴 运动 。 我 代 
(467) 
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把 纺 上 的 点 的 位 移 也 下 记 作 4w。 这 个 位 移 就 是 两 个 自 变量 4 与 1 
的 未 知 画 数 。 

取 基 的 章 元 MU 平衡 时 记 的 
位 置 在 YN'。 我 们 算 作 形 变 是 很 小 
的 ,以 至 于 与 1 比较 起 来 可 以 忽略 
掉 导 数 到 的 平方 项 。 融 w 是 芒 的 
切线 与 了 了 轴 作 成 的 鲁 角 。 我 个 有 


ow 
六 127 tga= Ea 

Ou 
于 是 ek tgo_ ey Om 过 Ou 


把 对 于 单位 长 计算 的 , 弦 上 牌 相 于 六 辑 的 作用 力 记 作 五。 作用 在 
所 考虑 的 单元 WM' 上 的 就 有 下 烈 各 力 : 在 点 到 的 张力, 它 的 方 
向 治 着 在 点 民 ' 的 切线 方向 ,而 与 互 轴 作成 锐角 ;在 点 1 的 张力 ， 
方向 沿 着 在 点 YH 的 切线 方向 ,与 区 轴 作 成 钝 角 ; 以 及 沿 包 轴 方 向 
的 力 fdw。 由 于 假定 了 形变 是 很 小 的 , 我 们 可 以 算 作 上 述 两 个 张 
力 的 大 小 等 于 张力 To 的 大 小 。 先 咒 在 所 说 的 力克 的 作用 下 绑 成 
下 衡 。 投 影 在 多 轴 上 ,就 有 下 面 的 平衡 条 件 

Tosinag'—Tosina+ Fdr=0, (1) 
其 中 a 是 上 面向 的 角度 v% 在 点 开 ' 的 值 ,就 是 襄 


me ( 吕 ) me- 人 (名 ) 


TB) tT (3) 


在 方 括号 中 的 盖 , 夷 达 的 是 当 4 改变 了 dz 时 面 数 -2 的 改变 


于 是 推 知 : 
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量 。 用 微分 来 替代 这 个 改变 量 , 就 得 到 [I, 和 0] : 
Ow Ou Ow 
(名) 一 (= 入 
代入 到 (2 ) 中 , 演 去 dx, 就 得 到 弦 的 平衡 方程 ， 


O2u, 
To SEE+P=0, (3) 


为 要 得 到 运动 方程 ,我 们 只 须 依 照 达 毅 翌 尔 原理 , 对 于 外 力 再 


补充 以 鱼 性 办 , 它 可 以 由 下 逃 方法 得 到 : 点 M 的 速度 显然 是 38， 
加 沫 度 是 马 %, 避 性 力 等 于 加 速度 与 质量 的 乘积 而 取 相反 的 符号 ， 
所 以 单元 WU' 的 异性 力 是 : 
Ou 
O62 
其 中 是 弦 的 线 密度 ,就 是 单位 长 的 质量 ， 对 于 单位 长 来 小 , 惯性 
力 就 是 


pads, 


0% 
让 -a 


并 且 我 们 算 作 p 是 常量 。 a 
于 是 ,在 方程 (8 ) 中 用 一 p -8 来 替代 万 , 我 们 就 得 到 运 

动 方程 
Ow O% 


pa Toa th 
用 p 除 ,并 设 
,of (4) 
我 们 就 得 到 吾 的 驱 近 横 振动 方程 : 
0 (5) 


车 外力 消失 ,我 们 就 有 了 =0, 于 是 得 到 弦 的 筷 由 振动 方程: 


2 闪 
Ow 2 
二 0 


Bi° (6) 
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在 第 四 千里 ,我 们 将 指出 如 何 根据 哈 米尔 顿 原理 导出 方程 
(5)。 
以 上 我 们 候 定 了 外 力 是 速 丢 地 分 布 在 整个 弦 上 的 ,但 有 时 我 
们 这 到 的 是 力 卫 集中 在 一 个 点 C 的 情形 。 考 虑 这 样 的 情形 时 ,或 
考 看 作 是 上 面 的 往 限 情形 ,就 是 发 力 是 作 咱 在 点 C 附近 的 一 个 长 
度 为 。 的 无 狼 小 单元 上 , 而 当 。->0 时 ， 力 的 大 小 与 。 的 乘积 趋向 
有 限 的 极限 , 这 个 极限 不 等 于 雳 ; 或 者 对 于 点 C 附近 的 单元 MM 
次 楼 运用 方程 (2 ) 而 用 卫 来 替代 Pdz。 这 时 要 注意 我 们 对 于 dw 
不 补充 以 慎 性 力 ( 一 -Sp ds )， 因 为 当 do->0 时 我 们 算 作 它 趋 向 
才 。 
又 单元 的 端点 台 近 于 点 C， 我 们 把 当 自 右 或 自 左 通 近 于 点 C 
时 到 所 趋向 的 极限 值 分 别 息 作 : 
Ou OU 
(2 
由 方程 (2 ) 取 极限 就 得 到 
/ou Ow 
Tl),-( 器 )]--P。 6 
如 此 ,我 们 硅 出 ,这 个 张 在 荣 中 力作 用 所 在 的 点 C 具有 角 点 ， 就 是 
左右 切线 方向 不 同 的 点 。 
像 在 动力 学 中 一 般 的 情形 一 样 ,一 个 运动 方程 (5 ) 不 足以 完 
至 病 完 弦 的 运动 ， 还 需要 烙 定 在 初 直 时 刻 +=0 时 它 的 状态 , 也 就 
是 它 的 点 的 位 置 w 以 及 当 1 一 0 时 它们 的 玉 度 -和 2, 这 都 要 是 4 的 
已 知 画 数 : 
“| =; Be) p10), (8) 
当 {=0 时 ,未知 夯 数 v 应 当 市 中 这 两 个 条 件 ， 它们 叫做 超 权 
条 件 。 


ad 
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理论 上 应， 可 以 考虑 无 和 的 坟 ， 在 这 情形 下 为 要 求解 内 须 方程 
《5 ) 与 条 件 (8 ) 就 够 了 , 其 中 we) 与 gx(2) 应 当 是 葵 定 在 整个 无 
盆 区 间 ( 一 co， 十 ce) 上 的 。 这 情形 就 对 应 于 在 无 界 空间 中 对 于 下 
面 波 的 讨论 。 以 后 我 们 将 看 到 , 由 无 家 的 弦 得 到 的 糙 果 所 葵 出 的 
抠 动 分 布 的 最 象 , 当 这 些 扰 动 没有 达到 有 界 弦 的 端点 时 ,在 这 样 的 
时 章 区 间 里 ,这 种 景象 也 就 是 对 于 有 界 疏 的 景象 。 

不 过 若是 在 点 ?= 0 与 =! 弦 是 界 于 一 头 或 界 于 两 头 的 ,就 
需要 说 明 它 的 端点 的 现象 。 例如 , 设 弦 的 一 端 w=0 是 固定 住 的 。 
在 这 情形 下 ,我 们 应 当 有 

| .一 0。 (9) 

洪 是 端点 %= 也 是 固定 住 的 ,到 我 们 又 得 到 

| 0， (91) 
对 于 任何 的 i, 这 两 个 条 件 应 当 满 足 。 

汞 的 端点 也 可 能 不 是 固定 住 的 ,而 是 技 猴 定 的 方式 运动 的 。 

关 时 弦 的 这 两 个 点 的 雁 标 应 当 认 为 是 时 尚 的 已 知 疯 数 ,就 是 说 , 毁 
a =x1(0); Ws 一 Mo(t)。 (10) 

无 洽 怎 样 ， 如 果 弦 是 界 于 一 头 或 界 于 两 关 的 ,对 于 它 的 每 一 个 
端点 就 应 当 有 给 定 的 条 件 , 这 样 的 条 件 电 做 边 值 条 件 。 

因此 , 我 们 看 出 ， 对 于 县 体 的 物理 隔 题 的 解 来 该 , 补 充 的 初始 
条 件 与 边 值 条 件 的 重要 性 大 不 低 于 运动 方程 , 并 且 我 们 的 兴趣 不 
在 于 运动 方程 的 随意 的 解 或 者 甚至 于 它 的 一 般 解 的 求法 , 而 是 在 
于 求 适 合 于 所 设 嘲 的 初始 条 件 与 边 值 条 件 的 解 。 

164.， 达 瑚 信和 尔 解 ”在 无 穷 弦 的 自由 振动 情形 ,要 求 的 西数 
z(z, 攻 应 当 满 足 方程 (6 ) : 


Ox _ 2 Ou 


C 妈 2 Om2 ? 
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而 要 适合 初始 条 件 (8 ): 
wp(0); | =p(0), 


这 里 由 于 兹 是 无 界 的 , 夯 数 Wo) 与 p91(z) 应 当 是 粉 定 在 区 间 ( 一 %， 


十 co) 上 的 。 
可 以 求 出 方程 (6 ) 的 具有 这 种 形状 的 一 般 解 ,使 得 容易 适合 
于 条 件 (8 )。 


为 此 ,我 们 变换 方程 (6 ) ,引用 新 的 自 变 量 : 
E=w—at, n=%+at, 
由 此 z= 寺 (949 寺 冯 -6 
看 作 久 通过 中 交 变 量 与 m 依 赖 于 4% 与 1, 应 用 求 复 合 画 数 
的 导数 的 法 区 ,由 对 新 变量 的 导数 来 表达 对 原来 变量 的 导数 : 
WN, 侣 = 名 -能 ) 
dm dE On’ tt Bn 0)° 
再 应 用 一 次 这 两 个 公式 ,就 得 到 : 
Ow 0 /0 ， Ou a /ou 
3 把 (器 + 他 )+ 妈 (名 Bm 
O20 Ow OL 
9E +? E07 OF 
Ow _ 0 /0 _ ou 2.0 (0% OuN, 
5 奇 ( 澡 2 许 (名 下 ) 
2 Ou oo Ou | Ow 
+) 


二 -号 )- 


Ou O% 3 O% 
由 此 Br 3 和 5557， 
于 是 方程 (6 ) 就 与 下 面 这 方程 相当 : 
2 Or 
3 -0 (GD 
把 方程 (11) 写成 
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就 可 以 看 出 于 不 依赖 于 力 就 是 脱 它 只 是 二 的 而 数 。 涡 


Du 


琵 一 0)， 


求 积分 ,就 得 到 
w= 08 a +0s(n), 
其 中 94(m) 是 的 任意 丽 数 ( 当 对 求 积分 时 ,常数 "可 以 依 束 于 
m)。 这 里 第 一 项 可 以 算 作 是 上 的 任意 西数 , 因为 0( 引 是 的 任意 
西数 ,我 们 用 (6) 来 记 第 一 项 ,就 有 : 
u=01(€) 十 ga(7)， 

或 者 , 换 到 原来 的 变量 (zc， 为， 

wv) =0(0—ah) +0(2+ad), (12) 
其 中 引 与 0s 蚌 各 自 的 变量 的 任意 画 数 。 方 程 (6 ) 的 这 个 一 般 解 
对 做 太郎 锐 尔 解 ; 它 合 有 两 个 任意 画 数 91 与 0 。 我 们 利用 初始 条 
件 ( 8 ) 来 确定 这 两 个 画 数 , 根 据 等 式 

Ou 


Br 一 (vat) + (s+at)]o 
以 及 等 式 (12) ,得 到 : 
(6) 二 bo 内 一 9 的; 一 届 ( 罗 十 多 一 本 多 ， (18) 
由 后 一 个 等 式 求 积 从 并 变 号 : 
和 (一 0 人 = 一 maz+C。 
访 2=0, 我 们 来 确定 任意 常数 0: 
C=0,(0) —02(0)。 
可 以 算 作 0==0, 就 是 设 
01(0) 一 22(0) =0, (14) 
这 并 不 失去 一 般 性 ,因为 如 果 Cx0, 姑 我 们 可 以 引用 丽 数 
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0 - 
O01 (2) 二 可， bs{%)— 可 


来 符 代 页 数 入 (2) 与 atz), 这 样 等 式 (18) 并 不 改变 ,而 满足 了 
(14), 
因此 ,我 们 有 : 
多 1) 
由 此 我 们 不 难 确定 丽 数 6, (2) Gola); 
Oo 一 坦 9 (一直 | ware 
(10) 
9s(w) 一 二 2 二 去 上 Pa(z)qsz。 
把 所 得 到 的 表达 式 代 到 公式 (12) 中 ,就 求 得 
viw, t) = 雪 P (2 一 Qa) 一 去 | p(t 


二 


十 这 p(e+ 的 + 二 ”man 
猪 果 得 到 : 
vs,t) = _P (8— sd) + : Da nD 


显然 ,如 果 在 一 co<zZ<co 时 p(x) 有 过 织 导数 p(w) 和 gp"(%)， 
而 p91(%) 有 过 续 导 数 p1(2) ,如 由 公式 (17) 葵 内 的 解 ( 所 谓 古 典 解 ) 
应 当 是 二 次 连续 可 微 的 。 可 是 往往 要 处 理 这 样 的 问题 , 其 中 初始 
扰动 是 由 不 满足 这 些 条 件 的 范 数 妈 出 的 。 例如 ,如果 在 初始 时 济 
弦 旦 折线 的 形状 , 刚 (2) 在 折线 的 各 顶点 处 没有 确定 的 导数 。 虽 
然 西数 (2 六 井 不 处 处 都 有 让 到 二 阶 的 党 和 顷 导 数 , 但 仍 可 合理 地 
认为 公式 (T7) 葵 出 了 问题 的 解 。 在 这 个 情形 我 们 说 , 闫 题 有 所 给 
广义 解 。 广 义 解 的 理 芥 将 在 第 四 签 里 认 到 ， 
185.， 特殊 情形 公式 (17) 猴 出 了 所 提出 问题 的 完 驻 的 解 。 
为 要 更 好 的 认 清 所 得 到 的 解 , 我 们 分 别 各 种 特殊 情形 讨论 如 下 。 


-a 


be 


和 
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工 ， 初始 冲 量 等 于 零 ， 就 是 说 ， 范 上 点 的 初始 速度 等 于 老 。 这 
时 由 条 件 g1(%) =0 及 公式 (17) 葵 出 : 
Cs p(w—at +9(v+aot) (18) 
Se 9 人 站 


在 初 姑 时 到 |, = 0) 一 (oO)。 

现在 我 们 理解 (18) 的 物理 意义 。 裘 达 式 (18) 的 仙子 由 两 项 租 
兢 , 我 们 先 掉 第 一 项 : 9(w 一 at) 。 

设 一 个 观察 者 由 初始 上 时刻!=0 开始 ,由 弦 上 的 点 w=o 以 速 
度 a 在 0 轴 的 正方 向 移动 ， 也 就 是 说 ,他 的 懂 坐 标 依照 公式 
wc 十 Qt 或 2 一 Qt 一 6 改变 。 对 于 这 样 的 观察 者 来 讨 , 由 公式 
2 一 0 一 0 所 确定 的 弦 的 位 移 总 保持 一 个 党 数值 , 而 等 于 2(o)。 
画 数 w=p 一 只 ) 所 确定 的 这 个 现象 叫做 正 波 的 僚 摄 。 回 到 达 明 
倍 尔 公 式 (12) ,我 们 可 以 说 , 91 (4 一 4) 这 一 项 痊 出 正 波 , 它 以 速度 
a 在 OX 轴 的 正方 向 传播 。 同 理 ， 第 二 项 如 (o 十 o 力 所 确定 的 弦 的 
振动 是 这 样 的 ,这 时 扰动 在 0 及 轴 的 鱼 方 向 以 一 度 4 传播 ,并 且 在 
时 列 t 具 有 和 横 坐 标 0 一 Qt 的 点 与 当 t=0 时 的 点 %=6 具有 相同 的 离 
开 即 冤 w。 它 所 对 应 的 现象 我 们 时 做 反 波 的 优 播 。 

2 (19) 
p 


就 是 说 ， 模 振动 的 伟 播 速度 与 弦 的 密度 的 耕 方 根 成 反比 而 与 张力 
.上述 的 解 (18) 是正 波 g (2 一 &l) 与 反 波 g(z2 十 吻 的 算术 平均 

值 ， 它 可 以 由 下 壕 方 法 得 到 : 作出 两 个 相同 的 当 i=0 时 弦 的 圆 形 
% 二 gp (2) 的 模样 ,想像 它们 彼此 是 重合 在 一 起 的 , 然后 向 两 侧 以 述 
< 度 5 移动 。 粥 在 时 到 二 的 图 形 就 可 以 作为 这 样 移动 的 两 个 图 形 的 
算术 平均 值得 出 来 ,就 是 说 , 蓄 在 时 刻 上 的 图 形 在 分 弈 继 标 界 于 两 
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个 移动 的 图 形 之 阅 的 线段 。 


例如 , 仙 在 科 始 时 刻 , 政 具有 如 图 128 所 示 的 形状 。 

fn 在 区 并 (一 0, 之 外 ， 
2 二 au “， 当 -a<z<0 时 ， 

国 rz-ta 站 0OSZ<a 时。 

129 上 过 示 出 改 在 下 列 时 刻 的 图 形 : 


1 2x B34 4 ba 2a 
da’ da’ da’ a’ dr’! a' 


PD) = 


ES x 
or -0 劳 CO 
4 ee 
ee A 
128. -0 2 % 
我 们 在 平面 上 作出 两 ,个 、 个、 
条 互相 亚 店 的 由 :一 个 是 -一 -2 一 -7 
关于 变量 2 的 , 另 一 个 是 人 
关于 了 上 的 。 在 阅 180 上 我 个 
全 只 画 出 了 一 个 工本。 这 -区 人 学 C2 4 
平面 上 任何 一 点 由 两 个 坐 
标 (2, 作 确定 , 就 是 靳 ,这 [SN x 
样 的 点 玫 现 出 在 确定 的 时 0 
鹿 + 弦 上 的 确定 的 点 = 。 和 
这 时 不 难 朋 画图 的 方法 的“ 一 入 SS 
定 出 弦 上 兹 样 的 点 , 这 些 加 
点 的 初始 扰动 在 时 刻 tn 达 国 129， 


到 点 wm 。 依照 以 上 所 述 ， 这 就 是 具有 横 坐 标 zo 士 ct 的 点 ,因为 & 
是 振动 的 售 播 速度 。 为 发 在 0 轴 上 找 出 它 介 来 , 只 须 过 点 (vo， 
如 ) 作 两 条 直线 : 


和 
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(20) 


zt—at=%o— ato, } 
z+at=%ot ato, 

它们 与 0X 四 的 交点 就 是 所 要 求 的 点 。 丰 线 (20) 叫 做 点 (coy 加 ) 
的 特征 线 。 沿 着 其 中 第 一 条 直线 (2 一 鸭 保 持 常 数值 ,就 是 说 ， 
对 于 由 这 直线 给 出 的 那些 值 (z, 力 来 主 , 正 波 和 给 出 相同 的 离开 距 
离 , 也 就 是 对 应 于 (wo, 如 ) 这 一 对 值 的 离开 距离 。 对 于 反 波 来 请 ， 
(20) 中 第 二 条 直线 有 同样 的 作用 。 简单 的 可 以 设 是 ,挑动 没 着 特 
征 线 传播 。 

应 用 上 述 的 作法 ,可 以 发 党 下 述 的 事实 。 

改 只 在 汞 的 某 一 个 区 间 (oa, xc) 上 具有 初始 扰动 (图 1380), 就 
是 说 ,在 这 区 有 之 外 8 (2) =0。 我 们 限于 上 征 个 (z, 作 年 面 (>>0)， 


图 ”180. 


因为 只 有 它 才 有 物理 意义 ,作出 0OX 抽 上 的 点 om 与 os 的 特征 线 ， 
如 图 上 画 的 实 线 。 这 些 特 征 线 把 整个 上 秆 平面 分 为 太 个 区 域 。 区 
域 (D) 所 对 应 的 点 是 这 样 的 ,在 所 指定 的 时 鹿 正 波 与 反 波 都 要 达到 
这 些 点 。 区 域 (T) 所 对 应 的 点 在 指定 的 时 刻 只 是 反 波 达到 ; 区 域 


GTIIT) 居 相 反 , 只 是正 波 达 到 。 区 域 (LIV) 与 (V) 所 对 应 的 点 是 这 样 


的 ,在 所 指定 的 时 划 , 没有 扰动 达到 这 些 点 。 最 后 ,区 域 (V 了 D 所 对 
应 的 点 是 这 样 的 ,扰动 已 经 达到 它们 而 且 报 过 了 宅 们 ,在 所 指定 的 
时 列 它 们 旦 静止 状态 。 这 是 由 村, 如 果 过 这 个 区 域 中 随便 那 一 点 
作 特 征 线 , 剧 它们 与 0X 珊 的 交点 z=c 落 在 有 初始 扰动 的 线段 之 
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外 ,于 是 9(w 士 0f) 二 gp (ce) 等 于 喜 。 此 外 ,车 过 作 垂 霸 于 OX 轴 
的 直线 , 旧 这 直线 的 下 段 , 就 是 对 应 于 4 不 变 而 时 间 提 前 的 一 段 ， 
至 少 通 过 区 域 (了 ,IT) , UIT) 中 之 一 , 而 这 直线 的 上 段 , 就 是 对 
应 于 时 间 推 后 的 一 段 , 整 个 出 现在 区 域 (VIT) 中 。 以 下 我 们 将 看 到 ， 
强 所 具有 的 这 个 值得 注意 的 性 质 一 一 波 叙 过 之 后 回 到 原来 的 状态 
一 一 并 非 对 于 任何 的 初始 扰动 都 是 如 此 的 。 

2、 初 始 位 移 等 于 零 而 只 有 初始 冲 最 。 

这 时 我 们 得 到 解 

uo) =| wen (21) 


洲 用 B11(%) 如 西数 -六 91(2) 的 随意 一 个 原 西数 ,就 得 到 : 
ws, = Bi(v+at) — Gv—ad, (22) 
就 是 说 , 也 是 有 共有 正 波 与 反 波 的 传播 的 。 如 果 初 始 扰动 只 限于 在 
区 疝 4oa, ws) 之 上 , 我 们 可 以 得 到 与 情形 1 同样 的 作法 , 主要 的 区 
别 是 在 区 域 (VI) 中 位 移 不 是 等 于 零 而 是 由 下 面 这 积分 来 表达 


去 六 ww。 (23) 

实际 上 ,依照 区 域 (VT) 的 作法 ,对 于 这 个 区 域 来 亩 ,我 们 有 
2 十 of>as 而 2 一 ad<oa, 就 是 说 ,在 公式 (21) 中 求 积分 所 需要 治 关 
的 区 阅 包 含 (aa, 02) 在 其 内 。 不 过 依照 条 件 , 在 (lai, xs) 之 外 画 数 
9x(o) 等 于 雾 , 于 是 只 剩 下 治 (ai, aa) 的 积分 ,因而 对 于 we 四 我 们 
就 得 到 表达 式 (23) , 它 代 表 某 一 个 常数 。 

如 此 , 随 着 时 间 的 变化 , 官 始 冲 量 的 作用 使 得 弦 上 的 点 移动 一 
个 线段 ,这 个 线段 的 长 度 由 积分 (23) 示 达 , 并 在 这 新 的 位 置 保持 不 

还 可 以 用 下 述 的 方法 来 解释 公式 ( 叶 ) 。 设 点 % 位 于 区 间 (ai， 
aa) 之 右 , 序 z>os 。 当 本 0 时 ,积分 区 间 (z 一 at z 十 只 退 化 成 一 . 


刀 
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点 2 以 后 当 增加 时 , 它 以 速度 a 向 两 侧 伸 展 。 当 1< 二 2 时， 


a 
它 与 (az, oa) 没有 公共 点 ,在 其 中 画 数 pz) 等于零 ,于 是 公式 (21) 
给 出 wa, 为 = 0, 就 是 说 , 在 点 2 是 前 止 的 。 由 时 剂 1= 也 全 开 
始 ,区 间 (% 一 ef, wz 十 a 就 重合 在 区 间 (a1, aa) 上 ,在 (at, az) 上 91(?) 
不 等 于 堆 , 于 是 点 wz 开始 振动 ( 波 的 前 阵 面 通过 点 2 的 时 剂 )。 最 
后 , 当 这 -2 全 时 ,区 间 (z 一 of, w+a) 就 包含 有 整个 的 区 测 (@， 


[22 
02) ,灌区 间 (w 一 Qt， 2 十 史 ) 求 积分 就 化 为 沿 区间 oa, os) 求 积分 , 因 
为 依照 条 件 ， 在 区 阅 (iv aa) 之 外 mr 人) 等 于 雾 ， 就 是 脱 当 


t> 2 和 有 时, w(z 办 具有 由 表达 式 (23) 所 确定 的 常数 值 。 时刻 


a 


t= -一 全 是 波 的 后 阵 面 通过 点 * 的 时 唱 。 

关于 一 般 的 情形 我 们 作 一 些 附注 。 我 们 提出 ,在 一 般 情形 下 ， 
正 波 或 反 波 可 以 全 部 消失 。 实 际 上 ,例如 ,级 在 初始 条 件 中 出 现 的 
画 数 p (o) 与 wx Co) 满足 关系 式 : 


4 i 
训 ?9+ 高 | 的 e=0。 (24) 


这 时 ,根据 (16) 中 第 二 个 公式 , 男 数 9。(%) 就 恒 等 于 贬 ,于 是 在 一 般 
解 (12) 中 反 波 就 消失 了 。 如 果 我 们 在 (24) 的 右边 用 一 个 常数 来 替 
代 零 , 刚 92(2) 成 为 常数 ,而 在 公式 (12) 中 这 个 常数 项 可 以 算 在 
妨 人 一 吃 中 ,就 是 说 ,也 是 没有 上 反 波 的 。 回 到 我 们 的 情形 1 中 所 游 
虑 的 例 。 图 128 狂 出 初始 离开 距离 的 图 形 〈 各 处 的 初始 速度 都 等 
于 零 )。 图 129 中 最 后 一 个 痊 出 在 某 一 个 时 刻 1=t6 时 束 的 图 形 ， 
它 是 由 各 别 的 两 段 枸 成 的 。 对 应 于 区 则 (oa, 84) 的 右边 这 一 段 以 
速度 w 向 右 移动 ,而 左边 针 一 段 以 速度 " 向 左 移动 。 不 过 我 们 可 
专用 下 述 方 法 来 描述 当 巡 加 以 后 的 现象 : 取 时 唱 i= 如 作为 初始 


480 离 等 数 学 教程 


时 列 ， 才 算出 在 这 时 刻 的 离开 距离 w 与 速度 2 ,并 应 用 一 般 公 趟 
(17) ,在 其 中 只 是 右边 需要 用 (t 一 切 来 替代 忆 因为 我 们 现在 把 名 
取 作 初始 时 齐 。 在 这 情形 下 ,只 是 在 区 只 (一 3a, 一 内 与 (a, aa) 上 
初始 条 件 不 等 于 零 。 在 一 般 情形 下 ,在 这 两 个 区 划 的 每 一 个 上 , 拓 
动 葵 出 正 波 和 反 波 。 不 过 在 这 里 的 情形 下 ,如 以 上 我 们 所 看 到 的 ， 
在 区 向 (e, 3e) 上 (此 方 咒 ) 扰 动 只 葵 出 正 波 。 这 是 由 于 , 在 这 区 间 
上 , 除去 由 图 129 中 最 后 一 个 所 表示 的 离开 外 次 外 , 当 f- 回 时 振 
动 的 结果 中 也 产生 有 六 度 ,以 使 得 反 波 浓 失 。 同 型 ,在 区 间 ( 一 32， 
一 只 上 的 扰动 不 稿 出 正 波 。 这 种 现象 是 吉 金 斯 原理 的 构成 之 一 。 
166， 有 界 驴 ”惟有 两 端 固定 住 的 有 界 的 纺 , 间 丽 弦 的 端点 是 
w=0 与 =1。 
除 初始 条 件 (8 ) 之 外 
时 | t=0 = 9(%); 侣 t=0 一 和 人 9)， 
其 中 9(g) 与 p1(w) 是 对 于 0<w<1 装 定 的 ,还 需要 满足 边 信条 件 : 
w| =0; u| =0。 (25) 


r=0 


达 稻 倍 尔 解 (12) 
wn, t=0(0—at) +0,(w2+at) (192) 
自然 适用 于 这 个 情形 ,不 过 由 公式 (16) 
A 
(26) 
bo 一 言 9() 十 避 - 二 | pi (2)dz 
来 确定 画 数 和 与 6 在 这 里 遇 到 了 困难 , 依照 问题 的 物理 意义 , 醒 
数 g (4) 与 g1(%) 以 至 于 外 (2) 与 0,(z) 只 是 确定 在 区 阅 (0, 站 上 ， 
而 在 公式 (12) 中 变量 (2 十 ot) 可 能 位 于 这 区 间 之 外 。 
因而 , 为 要 可 能 应 用 特征 线 的 方法 ,就 需要 把 西数 包 (z) 与 


总 


wh 
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妇 ,(z) 延 篇 到 区 间 (0, 中 之 外 ,与 这 完全 相当 的 ,是 把 画 数 p(%) 与 
91(z) 延 午 到 区 阐 (0, 站 之 外。 从 物理 的 观点 来 看 , 这 个 延 鞠 也 就 
其 确定 一 个 无 穷 的 续 的 这 样 的 扰动 , 使 得 它 的 一 段 (0, 站 的 运动 ， 
就 像 固定 仁 它 的 两 端 而 去 掉 弦 的 其 余部 分 时 一 样 。 

在 (12) 的 右边 代入 以 z=0 与 *=? 并 臣 业 果 等 于 才 , 就 可 以 
把 边 值 系 件 表达 成 : 


01(—at) +0,(0t) =0; ' (27) 
O10—at)+0 (lat) =0, 
或 者 ,简单 的 用 4 来 记 变 量 ct， 
01(~%) = —02(%); ' (28) 
Oat2) = ~—0(l—®), 


当 Y 在 区 则 (0, 7) 上 改变 时 ,变量 (4 一?) 也 在 这 区 疝 上 改变 ,于 是 
等 式 (28) 的 右边 是 已 知 的 。 不 过 这 时 变量 (一 2) 与 (+2) 分 别 在 
区 赔 ( 一 1, 0) 与 (21) 上 改变 ,于 是 (28) 中 第 二 个 方程 狂 出 02%) 
在 区 并 Q, 21) 上 的 值 ,而 第 一 个 葵 出 91(2) 在 区 间 ( 一 1, 0) 上 的 值 。 
再 者 , 当 % 在 区 更 忆 , 22) 上 改变 时 变 元 (一 x) 在 区 浊 ( 一 1， 0) 上 改 
变 , 以 上 面 的 计算 为 基础 , 等 式 (28) 的 右边 是 已 知 的 。 这 时 变量 
《一 2) 与 +) 各 在 区 间 ( 一 27, 一 站 与 (24, 31) 上 改变 ,于 是 公式 
《28) 葵 出 0,(%) 在 区 间 (24, 31) 上 的 值 以 及 (2) 在 区 晶 ( 一 21, 一 站 
上 的 值 。 这 样 延 续 下 去 , 我 们 相 偿 , 公式 (28) 葵 出 丽 数 9.(2) 当 
z%<0 时 的 确定 的 值 ,以 及 0:(%) 当 zx 之 1 时 的 确定 的 值 ,这 就 是 二-0 
时 我 们 应 用 公式 (12) 所 需要 的 。 同 理 , 若 z 在 区 章 ( 一 1, 0) 上 改 
变 , 则 公式 (28) 的 左边 已 知 ,于 是 我 们 得 到 0(o) 在 区 丧 ( 一 1, 0) 
上 的 什 以 及 (z) 在 区 加 Q, 2 上 的 值 。 然 后 , "在 区 疯 ( 一 22， 
一 站 上 改变 ， 就 得 到 2(o) 在 区 间 ( 一 2 ， 一 芒 - 上 的 值 以 及 和 0) 在 
区 疯 ( 久 , 31) 上 的 值 等 等 , 就 是 说 , 公式 (28) 葵 出 当 z 取 所 有 的 实 
数值 时 外 (2) 与 9.(%) 的 确定 的 值 。 
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如 果 我 们 在 (28) 的 第 二 个 方程 中 用 (+o) 来 奉 代 2 并 利用 
第 一 个 方程 ,就 得 到 : 
O22+2) = —0(—2) =0,(%), 

这 就 者 明 画 数 9。(2%) 以 21 为 周期 。 之 后 理由 (28) 中 第 一 个 方程 可 
以 启明 西数 (2) 也 以 27 为 周期 。 由 此 推出 ,为 要 固定 当 *w 取 所 
有 的 实 值 时 (2) 与 bo(z) 的 值 , 只 须 作 出 上 面 所 急 述 的 这 两 个 醒 
数 的 延 各 的 第 一 步 , 就 是 只 要 % 在 区 期 (0, 1 上 改变 。 公 式 (28) 
和 给 出 92) 在 区 间 (一 7 0) 上 的 值 以 及 0(o) 在 区 间 人 2) 上 的 值 ， 
就 是 悦 , 这 就 知道 了 刀 ie) 在 区 间 ( 一 六 十 门 上 的 值 以 及 90s(%) 在 区 
闻 40，20) 上 的 值 。 这 两 个 夯 数 的 其 余 的 值 可 以 由 它们 的 周期 性 得 
来 。 

用 这 样 的 方法 确定 了 而 数 们 (w) 与 0.(%)，, 就 不 难 延 秆 丙 数 
2 (2) 与 91(?)，, 因为 根据 方程 (26) ,我 们 有 : 


pC0) =01(o) +02(0); [pi(D d=02(0) —01(0), 


就 是 襄 1(8) =a[L02 (8%) — 0 (82)1o 
， 在 (28) 的 第 一 个 方程 中 用 (一 2) 来 灯 代 w, 并 求 导数 ,就 得 到 : 
OO 一 一 902 一念》 人 (一 人 一 多 (人 O); O(%) 一 多 (一 四)。 
利 用 这 些 关 系 式 以 及 (28) 中 第 一 个 方程 ,可 以 写 出 : 
多 一 四 一 0 一 个 十 0 一 轨 一 一 和) —0 (2) = —9(%), 

91( 一 2 一 0[0 (一 坊 一 外 一念] 一 ZE0(o) 一 交 (O)] 一 一 oa(o)， 
就 是 说 ,对 于 p(w) 与 91(2) 我 们 得 到 非常 简单 的 延生 规律 :它们 
依照 奇 西数 的 规律 由 区 疝 (40, !) 延 绫 到 区 间 ( 一 六 0), 然 后 以 21 为 
周期 灯 秆 延 午 。 如 果 这 时 我 们 在 整个 z 轴 得 到 画 数 p(w 和 ga(2)， 
使 得 (2) 有 速 轩 导数 8 2) 和 "wo) ,而 Pp1(%) 爱 纺 导 数 p48)， 
那么 ,根据 公式 直 7) ,我 们 的 问题 就 有 两 次 束 灶 可 微 的 解 。 

我 们 再 回 到 好 平面 ,由 于 效 是 有 界 的 ,我 们 只 须 券 虑 上 富平 
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面 t>0 0 的 界 于 直线 4 一 0 与 = 一 ! 之 间 的 一 旦 条 (加 181) ， 和 如 上 所 
述 ,已 经 对 于 z 的 所 有 的 值 确定 了 枫 t 

数 扫 (zw) 与 0.(w), 现在 我 们 来 看 解 
(12) 的 物理 意义 。 过 点 0 与 点 工作 
特征 线 奉 到 与 麻 条 的 对 边 相 遇 , 再 过 
所 得 到 的 交点 作 特 征 线 应 到 与 对 边 相 
遇 , 如 此 作 下 去 。 

这 样 就 把 这 坚 条 分 为 区 域 (TD)， 
(U)，4GIID，…。 区 域 人 中 的 点 对 应 
于 弱 上 那样 的 点 ,对 于 这 些 点 来 讲 , 只 
是 内 点 的 扰动 求 得 及 达到 这 些 点 , 而 
内 构 的 弦 的 无 穷 部 分 的 补充 扰动 对 于 嚼 131， 


: 运动 没有 影响 。 在 区 域 (D 以 外 的 点 ,就 有 由 弦 的 看 构 部 分 传 来 的 


拢 动 ; 例 如 ,我 们 取 区 域 (GIIT) 中 一 个 点 Mo(wo, 如 )。 

由 于 wwo, to) =01(z0—ato) + O02 lvot+ato) ， 
于 是 在 这 点 就 有 两 个 波 : 一 个 是 由 机 坐标 为 £==%0 一 Qto 的 点 Mi 的 
初始 扰动 传 来 的 正 波 , 另 一 个 是 由 横 坐 标 为 5 二 zo 十 qo 的 点 以, 伟 
来 的 反 波 ,这 里 ,在 所 葵 的 情形 下 ,4 是 在 区 阅 (0, 力 中 的 期 实 的 
感 ,， 以 是 虚构 的 点 。 不 难 用 鞭 实 的 点 来 末代 了 (2, 注意 ,根据 (28): 

Os(wot ato) 一 bo( 二 zzo 二 ct 一 分 01(21—wo —ato), 

如 此 , 反 波 bo(zo 十 at) 也 恰好 像 点 用 5(27 一 zo 一 Qi) 的 初始 扰动 的 
下 波 一 扣 (21 一 go 一 Qto) (对 于 点 工 来 议 , 肝 2 是 Ms 的 对 称 点 ), 在 
时 旨 


j= 1 一 (2 一 加 一 ato) _ totato—! 
a 名 


宅 迷 到 蓄 的 端点 工 , 然 后 改变 成 相反 的 方向 并 改变 了 符号 , 而 在 
时 唱 名 它 以 这 样 的 形状 达到 点 Wo 。 换 句 请 缉 ,固定 住 的 端点 c=1 - 
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的 作用 产生 伺 黎 波 的 反射 ， 的 反射 ， 使 得 位 移 的 符号 改变 而 保 乒 它 的 起 对 
大 小 。 

对 于 达到 端点 “=0 的 波 , 我 们 会 北 觉 到 有 同样 的 现象 ; 在 区 
域 (TD) 的 点 就 有 两 个 波 : 反 波及 由 端点 2=0 反 射 来 的 正 波 。 在 
区 域 GV)，(V)，(VI) ,，… 的 点 ,我 们 所 得 到 的 波 是 由 弦 的 两 个 端 
点 炮 过 儿 次 这 样 的 反射 而 来 的 。 

如 果 赫 代 (25) 中 的 第 二 个 条 件 , 例如 , 我们 在 端点 zZ=! 有 条 


件 


i 


则 替代 (27) 中 第 二 个 方程 我 们 就 得 到 : 
信人 一 0 十 多 (二 do 一 0， 
或 者 再 用 2 来 之 换 ai， 
史 ( 二 0) 一 一 多 一 7) 。 
由 这 关系 式 求 积分 ,显然 就 有 _、 
OollF%) 一 和 (一 人 十 C， 
湛 中 是 某 一 个 常数 ,我 们 可 以 算 作 它 等 于 替 , 这 并 不 失去 普 副 
性 ,著者 可 以 自己 验 明 。 如 此 ,我 们 就 有 
02( 二 ZN) 一 0 一 0)。 (29) 
这 个 条 件 的 物理 意义 也 归 烙 于 由 端点 2&=! 的 反射 , 不 过 要 保 
持 位 移 的 符号 以 及 大 小 。 
我 们 讲 一 个 应 用 以 上 所 讨 谣 的 特征 简 与 反射 的 


方法 的 特别 简章 的 例 :“ 拉 起 的 驴 ”， 在 和 始 时 剂 它 的 
一 个 点 秩 拉 开 而 没有 利 始 速 谋 。 敬 者 不 难 趟 明 , 用 下 


9 


NS 还 的 精致 方法 , 可 以 由 蓄 的 彻 始 形 杀 狗 定 出 驻 在 任何 
a 时 世 { 的 形象 
调 132. 图 182 .上 的 米 047 表示 芝 的 和 始 形象 , 典 炎 类 


@ ”在 感 轴 的 维 振 动 理 瞪 中 会 遇 到 这 样 的 条 件 。 这 种 振动 服从 同样 的 微分 方程 
45) 或 (6), 但 常数 a 具有 男人 荔 外 的 物理 意义 ,而 上 进 条 件 意 味 着 杠 轴 的 丹 点 是 自由 的 。 
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示 对 于 疏 的 中 点 z= 二 来 请 的 对 称 形象 。 作 0L 的 阜 烧 4P 直到 与 直 简 4' 工 的 交点 


召 ， 求 线 耻 4 的 中 点 C,， 如此 ,我 们 确定 出 方向 LC 。 
如 果 我 们 由 点 4 向 点 4 平行 于 方向 LC 移动 割 灵 ,就 得 到 弦 在 任何 时 刻 的 形象 ; 


特别 是 ,在 时 刻 = 二 驶 取 感 折 神 04 的 位 置 。 
图 188 上 类 示 出 在 下 列 各 时 刻 , 旷 的 一 系列 的 形象 : Se 
0 i, 工 + 3 To \ 一 -和 0 
全 里 2 > 不 | -” 
167， 富 里 埃 法 端点 固定 仁 的 纶 的 权 振 SN 


动 也 可 以 借助 于 富里 埃 毅 数 来 解释 ,虽然 在 这 “、 _-r 
特殊 情形 下 这 个 方法 不 如 以 上 所 讨 的 方法 简 
日 , 但 是 我 们 还 要 铺 述 它 ,因为 在 许多 别 的 情形 “oq 人 > 
中 ,不 能 应 用 特征 厂 的 方法 ,而 可 以 应 用 这 个 方 -的 半 + 


法 。 我 们 把 这 问题 的 方程 氢 另 一 次 序 再 写 一 -人 
次 : Oq& > 
2 2 Nt 

=， G0) ee 
“|, ,一 0， 化 =0, (831) 0 Re, So 

人 |。 


替代 求 方程 (80) 的 一 般 解 ,我们 将 求 汤 的 特 解 , 且 假 定 其 形 
状 为 两 个 丙 数 的 乘积 ,其 中 一 个 画 数 只 依赖 于 t， 另 一 个 只 依赖 于 


be 
w=T(D R(T), (33) 
代入 到 (30) 中 ,我 们 有 : 
FOTO 一 az 了 全 瑟 (ao) 
或 TD) 成 (四 


aT) X82) ° 
在 所 得 到 的 方程 的 左边 的 丽 数 只 依赖 于 it, 右边 只 依赖 于 2， 
在 这 情形 下 只 是 当 左 右 两 边 都 既 不 依 事 于 1 也 不 依赖 于 xz 时 才 可 
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我 们 用 (一 加 ) 来 记 这 个 常数 : 


TD AM) 
Tt OY) 的 ， (34) 
由 此 得 到 两 个 方程 
Nw) Eh (0; TO EoD 0 80) 


在 hz0 时 这 两 个 方程 的 一 般 积分 是 [27] : 
Rw)=Ocoshvt+ Dsinkhe; TI) = Acosaktt Bsimakt, 
殿中 4, 5,0, D 是 任 膏 常 数 。 
依照 (33) ,关于 久 我 们 得 到 : 四 
u= (Acosabt+ Bsinakt) (OC coshw+D sin kw), (36) 
现在 我 们 来 选择 常数 ,使 得 适合 边 值 条 件 (31)， 就 是 说 , 使 每 
当 z=0 与 =1 时 玫 达 式 (36) 中 含 z 的 因子 等 于 基 。 
这 就 给 出 ; 
0:1+D.0=0; Oceosh+.Dsinkl=0, 
由 第 一 个 方程 推 知 C= 0, 于 是 第 二 个 给 出 Dsin 有 =0。 若 算 
作 D=0, 旭 根 据 C= 卫 =0, 解 (36) 就 便 等 于 雳 。 我 们 对 于 这 样 的 
解 没 有 兴趣 。 所 以 我 们 应 当 算 作 D 友 0, 而 sin 妈 =0。 
加 此 我 们 得 到 用 以 确定 参 变 数 上 的 方程 , 让 到 现在 为 止 埃 仍 
然 保 持 完 全 任意 的 @ : 
sin 杂 一 0， 


40, 士 于 ， 土 至， 士 2 (37) 


@ 如 果 我 们 在 方程 (34) 中 用 (十 他 来 记 常 数 以 替代 (一 加 9， 则 得 到 六 (7)= 
一 CG7 十 De 和 ,于 是 总 不 可 能 适合 边 值 条 件 (30D)。 

在 k=0 时 司 样 博 形 也 成 立 。 对 于 以 后 我 们 将 应 用 富里 埃 法 的 问题 邦 要 用 与 这 类 
似 欣 附注。 


如 
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若 在 (36) 中 代入 叔 ?= 人 或 1 一 全 ,有 划 只 是 正 蓄 的 符号 
不 同 , 由 于 具有 任意 常数 因子 , 这 两 个 解 实 质 上 是 同样 的 。 如 此 ， 
由 关于 上 的 值 (87) 中 我 们 只 须 取 正 值 。 在 公式 (36) 中 路 0=0, 并 
用 和 4 与 BB 来 记 任 意 常 数 4D 与 BD, 就 得 到 : 
w= (Acosakt+ Bsinakt)sin he, 
这 里 应 当 用 (37) 中 一 个 值 代 入 作 。 用 不 同 的 值 代入 作 天 时 、 
我 们 可 以 算 作 常数 4, 如 也 是 不 同 的 。 如 此 ,我 们 得 到 无 穷 多 的 
解 ; 
Ws 一 (4 008 2 + B, sin 


这 些 解 满足 方程 (80) 以 及 边 值 条 件 (3L) 、 现在 我 们 提出 , 方 
程 (30) 与 31) 具有 和 线性 以 及 齐 次 性 ,如 果 我 们 有 满足 它们 的 解 妃 ， 
te …) 划 这 些 解 的 各 也 满足 它们 (就 像 对 于 齐 次 线性 常 微分 方程 
的 情形 类 似 )。 和 如 此 ,我 们 就 有 方程 (30) 与 (31) 的 下 面 形状 的 解 : 


w= p> (4, CoOg 3 士 Busin 3 )sin 2 (39) 
疙 


剩 下 要 选择 常数 ,与 B, 使 得 满足 初始 条 件 (32), 求 出 解 
《39) 对 +t 的 导数 : 


Ou _& nro , Nmat 
下 -总 (- 和 4 + 


2 )sin 2 (n=1, 2 (88) 


二 各 Bcos 2 全)sin 2 (40) 


在 (39) 与 (40) 中 代入 以 1=0, 根据 (32) ,我 们 得 到 : 


(2) 一 Sasin 2 ik) 一 ye B, sin i (41) 
Le 从 二 了 


所 写 的 般 数 恰 好 代表 狂 定 的 画 数 gp (2) 与 wx:(2) 在 区 疝 (0, 7) 
上 依 正 弦 的 展开 式 。 这 样 的 展开 式 的 系数 是 由 我 们 在 [146] 中 已 
知 的 公式 米 确定 的 ,这 就 痊 出 下 列 的 4 与 B, 的 值 : 
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_2fr ;NZ 1, -二 | 加 9 
4 一 | (sin 史 dz; 也， 人 ,91(2) sin do (42) 


把 这 些 值 代 人 到 公式 (39) ,就 得 到 形式 地 满足 所 有 提 汉 的 条 
件 的 航 数 。 p(w) 与 pl(2) 应 满足 什么 充分 条 件 , 才能 使 (39) 的 和 
确实 给 出 所 考虑 的 问题 的 解 , 这 个 我 们 将 在 下 面 再 课 。 

168. 调和 素 与 层 波 ”引用 调和 振动 的 振幅 入, 与 初 相 on; 

Ancos 全 人 十 了 ,sin 2 =N, sin (3 + pr) 

始 出 问题 之 解 的 般 数 (39) 中 每 一 项 


(4 CO08 2 十 Busin 2 sin = 


=N, sin( 3 十 pn)sin (43) 


代表 一 个 所 谓 的 叉 波 ,这 时 粥 上 的 点 实行 请 和 振动 的 运动 , 相 相 同 
而 振幅 
NAN 


VN, Sin 


依 顿 于 这 个 点 的 位 置 。 当 这 样 振动 时 ,天 发 出 声 , 它 的 鞠 依 顿 于 报 
动 的 频率 
on= ?9 (44) 
而 强度 依赖 于 振动 的 最 大 振幅 7, 。 给 ”以 值 1 2, 3,…, 我 们 
就 得 到 弦 的 基本 普 以 及 一 系列 相 炎 的 泛 车 ,它们 的 类 于 或 每 秒 内 
的 振动 数 与 自然 数 串 1, 2,，3，… 的 项 成 正比 。 对 于 ”的 某 些 值 ， 
振幅 六 ,sin “5 可 能 是 负 的 。 可 以 取 它 的 契 对 值 , 这 只 要 答 相 加 
工 就 成 。 
解 (39) ,就 是 弦 发 出 的 声 , 是 由 分 普 或 庵 和 束 集 成 的 ; 它们 的 
振幅 ,也 就 让 及 它们 对 弦 所 发 出 的 声 的 影响 ,通常 是 当 诗 和 素 的 番 
号 合 大 叶 振幅 念 小 ,全 部 它们 的 作用 归 竺 于 声 的 巡 色 的 构成 ,对 于 


人 
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不 同 的 乐器 ， 羊 色 是 不 同 的 ， 这 可 以 由 这 些 汉 普 的 存在 来 解释。 


j=0, 7 2 ns (nD)l (45) 


人 % 做 

第 汪 调 乏 的 振动 振幅 等 于 雳 , 因为 在 这 些 点 sin “了 一 0, 点 (4) 
趾 做 第 %% 调 和 素 的 节点 。 此 外 在 点 
第 ”调和 素 的 振动 振幅 达 汉 最 大 值 ,因为 在 这 些 点 夯 数 sin 号 和 
有 最 大 的 存 对 值 , 点 (45,) 叫 做 第 郊 调 和 的 噶 。 这 里 ， i 
情形 ,就 好 像 它 是 由 互 不 速 搂 的 呈 个 各 别 的 段 组 成 的 ,而 固定 在 各 
个 的 狗 制 的 节点 。 如 果 我 们 把 弦 在 中 疝 点 压 住 ,就 是 说, 在 基本 得 
的 腹 点 压 住 , 划 不 只 这 个 车 的 振幅 成 为 零 , 而 所 有 其 他 的 以 这 个 点 
为 腹 点 的 普 的 振幅 都 成 为 圭 , 就 是 说 ,第 三 ,第 江 ,…… 岗 和 素 的 报 
幅 都 等 于 零 , 相 反 地 ,对 于 偶数 的 调和 素 , 在 压 住 的 点 是 节点 ,就 没 
有 这 种 现象 ,于 是 弦 就 不 发 出 菇 本 普 , 而 发 出 它 的 八 度 莹 , 就 是 在 
每 秒 内 振动 数 为 基本 昔 的 两 伴 的 声 莹 。 

以 上 所 令 述 的 方法 与 特征 线 法 不 同 ,这 叫做 昧 波 法 ;通常 它 也 
叫做 富里 埃 法 。 

不 难 发 党 级 数 (39) 所 代表 的 解 与 以 上 在 [166] 中 求 得 的 解 完 
全 恒 等 。 为 了 这 个 目的 ,首先 我 们 提出 ,在 [1661 中 我 们 指出 过 ,应 
用 达 盟 倍 尔 公式 (16) 于 有 界 弦 时 ,需要 把 粉 定 在 区 间 (0, D 上 的 男 
数 g(o) 与 pi(o) 依 照 奇 面 数 的 性 质 延 秆 到 区 毅 ( 一 5, 0) 上 , 然后 
再 以 好 为 周期 延 糖 。 不 过 , 这样 的 延 粮 方 法 完全 相当 于 把 这 西数 


.展开 为 只 依 正弦 的 富里 去 鸳 数 [145] , 就 是 说 , 完全 相当 于 2% 取 任 


何 值 的 公式 (41) 。 把 wo) 与 91(%) 的 这 两 个 表达 式 代 入 到 达 裔 


倍 尔 公式 外 7) 中 ,不 难看 到 , 这 就 引 至 解 (89) ; 


下 > 
总 
S 
于 
本 
a 
疏 
BS 
访 


_1 eT nr(g—at) | Wr(ttot) 
& 一 二 语 几 [sin 7 Fsin 二 |+ 
1 fz ey na 本 
本 2a ET 7 Ba sin A 
i 「 Nn2—at) ， NT(w+oi) 
或 &% 一 可 2 | sin 7 tsin - 7 -|+ 
十 工 $B, [oos Wr (wat) og MT (+on) 中 
RE L ({ £ 
由 此 交接 推出 (39)。 


在 这 情形 下 ,与 特征 钱 法 比较 起 来 , 富 蜂 埃 法 有 些 缺 陷 , 就 是 
般 数 (39) 时 常 收 钱 得 很 慢 , 于 是 不 只 是 计算 时 不 方便 ,而 且 严 格 证 
明 这 释 数 实际 是 解 时 也 不 方 使 ,因为 这 时 必得 把 它 逐 项 求 导数 鹉 
次 ,而 在 第 nn 项 中 引入 2 这 个 因子 。 至 于 求知 画 数 对 于 初始 条 件 
葵 定 的 画 数 的 依赖 性 ,从 外 表 来 在 ,由 科 数 (39) 所 表达 的 比 由 特征 
线 方法 所 确定 的 这 种 依 理性 复杂 得 多 。 可 是 富里 块 方法 揭露 出 很 
重要 的 情况 ,这 就 是 弦 的 无 因 多 个 各 别 的 本 质 的 调和 振动 的 存在 ， 
而 它 的 一 般 振动 就 是 由 这 些 各 别 振 动 集成 的 。 

注意 到 [166] 中 所 说 的 , 可 以 断定 , 航 数 (39) 的 和 将 狂 出 我 们 
的 问题 的 具有 到 二 阶 的 违 丢 导 数 的 解 ， 只 要 西数 p(x) 与 p1(z) 具 
有 在 [166] 中 所 说 的 性 质 ， 如 果 画 数 p(x) 具有 到 三 阶 的 连续 导数 
且 满 足 条 件 89(0)=g”(0) =p (=g"()=0, 而 91(%) 具 有 到 二 阶 
的 溃 德 导数 且 p1(0) = p100) =0, 旭 可 以 证 明 ,， 般 数 (39) 可 以 对 4 
和 上 求 导数 两 立 。 还 可 以 减少 对 初始 条 件 的 假发 而 研 完 波动 方 
程 ,关于 它 将 在 第 四 窟 里 区 。 以 后 在 应 用 富里 埃 方法 时 ,我们 不 详 
述 使 得 所 得 到 的 级 数 确实 答 出 问题 的 解 的 那些 条 件 。 到 第 四 管 里 
我 们 再 讲 富 里 埃 方 衬 的 一 般 观 点 。 这 里 的 讨论 , 目的 只 是 指出 解 
法 及 由 此 可 得 到 的 一 套 工 具 。 我 们 还 要 指出 ,由 在 [164] 中 所 进行 
的 讨论 和 [1691 中 的 特征 线 方 法 , 次 接 推 出 , 元 论 对 于 无 界 还 是 有 
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界 弦 ， 上 面 移出 的 问题 的 解 都 是 唯一 的 。 以 后 我 们 再 计 一 般 波 动 
方程 的 解 的 唯一 性 问题 。 
169 强迫 振动 在 [163] 中 ,我 们 介绍 过 ,在 对 于 单位 长 来 叶 
的 力 了 (z, 夫 的 作用 下 弦 的 强迫 振动 的 方程 ; 
te [fe Dd =F 7 (0 | (40) 
对 于 这 个 方程 应 当 还 有 边 值 条 件 ( 固 定 住 的 弦 的 情形 ) 与 初始 
条 件 


“| =0; =0, (47) 


w=0 


ps Bl 
"| -P09); 名 | -pa。 (48) 


这 些 强 边 振动 的 一 般 形式 可 以 河 作 是 由 两 个 振动 的 运动 粗 成 
的 车 果 , 其 中 一 个 是 缉 强 过 振 动 ,就 是 在 力 了 的 作用 下 完成 的 这 样 
的 振动 ,这 时 算 作 在 初始 时 齐 弦 在 静止 状态 不 动 , 另 一 个 是 自由 振 
动 , 屁 是 没有 作用 力 时 ,只 由 于 初始 扰动 的 存在 , 弦 所 完成 的 振动 。 
这 就 引导 我 们 援 用 两 个 新 的 画 数 " 与 w, 依照 公式 


公 一 人 十 他 
来 末代 ,其 中 % 满 足 条 件 
+ )， (49) 
| 0 =0; [记过 0 (50) 
av | 
to OW S03 (51) 
和 痊 出 妊 强 人 连 振 动 ,而 机 数 满足 条 件 
Ow _ 2 Ow 
6 Ow 9 
名 | =0; ww =0, 
T=0 “=} 
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wl (9); 名 | -mo)， 
它 粉 出 自由 振动。 作出 和 =2 填 w, 我 们 不 难 验 证 , 它 烙 由 这 个 
问题 的 解 ,就 是 方程 (46) ，(47) 与 (43) 的 解 。 
自由 振动 双 的 求法 在 前 一 段 中 我 们 已 绝 蕉 过 ,于 是 只 璋 下 要 
求 夯 数 v 。 像 在 折 由 振动 的 情形 一 样 , 我 们 把 未 知 夯 数 写成 级 数 
的 形状 : 
v2; 从 = | T, (Dsin 292 ， (52) 
是 它 本 身 满足 条 件 (50) ， 而 画 数 思 ,() 自然 与 我 个 在 [167] 中 所 
求 得 的 不 同 , 因为 方程 (49) 不 是 齐 次 的 。 
把 级 数 (52) 代入 到 方程 (49) 中, 我们 得 到 : 
Tsin D0) ， ) si +f (es), 


由 此 ,用 [168] 的 (44) 中 的 ov 茜 换 2 三 


(cy 四 一 3h TY (的 十 ao 2 (53) 
把 画 数 了 (z, 力 考虑 作 2 的 画 数 ,可 以 把 ' Ee 0<o<! 上 


展开 成 下 面 形状 的 富里 堵 粮 数 : 
fl = DB fdsn YE, (6D) 
它 的 柔 数 f,( 由 如 下 依 束 于 +t 的 公式 确定 
1 =—F | Fe, Dsin F203, (55) 


比较 对 于 同一 个 醉 数 /(%, 旭 的 展开 式 (53) 与 (54) ,我们 就 得 确定 
画 数 TQ) ,Ta() ,… 的 一 出 方程 

TB 十 or 一 和 (n=1,2,.%)。 (56) 

对 于 这 样 确定 的 了 ( 力 ， 画 数 (52) 满 足 微 分 方程 (49) 以 及 边 值 

条 件 \50) 。 为 要 也 满足 剩 下 的 初始 条 件 (51) ,只 须 画 数 TD,(t) 受 这 
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个 条 件 的 物 制 ， 就 是 说 ,规定 
T,(0) =0，7T%(0) =0， (67) 


因为 这 时 显然 


v = 六 (0)sin T=0, 


名 | = 六 mW(Omm 邓 2 -0。 
方程 (56) 的 满足 条 件 (57) 的 解 我 们 在 [28] 中 已 烃 训 过 ,由 此 
不 难 引出 : 
TW = fansino (tn) dr, 
或 者 ,代入 以 关于 (7) 的 表达 式 (55): 


人 9= 声 |. dz je Tsin walt—7)sin DPE ds (58) 


把 这 个 代入 别 (52) 中 ,就 得 到 wv(z, 力 的 表达 式 。 不 难 鞍 明 ， 
如 果 , oz, 旭 有 到 二 阶 的 连 炉 导 数 , 且 了 (0, 旭 二 (1, 二 0, 剧 航 数 
《52) 的 和 是 问题 的 解 即 方程 (49) ，(50) 和 (本 ) 的 解 。 

到 现在 为 止 , 我 们 讨 葵 过 了 在 初始 条件 中 《属于 酚 数 勾 的 ) 或 
是 在 微分 方程 中 (属于 而 数 " 的) 的 非 齐 次 性 。 当 然 也 要 讨论 在 边 
值 条 件 中 的 非 齐 次 性 。 算 作 方 程 与 初始 条 件 都 是 齐 次 的 并且 仍然 
用 字母 驴 来 刀 未 知 夯 数 ,就 得 到 下 面 的 问题 ; 


6 Om ? 
| =0w(t); 
“| = 1(0); 
wl 
1=0 0t li=0 有 
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在 第 四 答 中 我 们 再 考虑 这 个 在 边 值 条 件 中 的 非 齐 欢 性 的 情形 。 


170. 集中 的 力 ”我 伽 现在 对 于 集中 在 一 点 C(Z= 0) 的 力 , 米 讨论 公式 (58)。 我 
倘 不 像 在 [1633 中 所 作 的 那样 ,把 这 个 力 的 大 小 记 作 了, 而 把 它 记 作 AP。 像 在 [163] 中 
已 缀 法 过 的 一 样 ,这 个 情形 可 乌 看 成 是 下 逃 情形 的 极限 情形 : 力 尺 只 作用 企 微小 区 阅 
《ec-…6, Cc 十) 上 ,而 在 这 区 泣 之 外 它 等 对 零 , 并 及 当 5->0 时 全 部 力 的 大 小 


| p(s, dr»>pP(), 
侠 照 公式 (4 ) 我 位 有, 当 5->0 时 
[ye， Das->P()o 


注意 ,依照 条 件 , 在 区 二 cs 二 5 之 外 J (#, 1) 笑 于 雾 , 再 利用 第 一 中 值 定理 
[I, 95], 渤 且 假 定 f(z, 力 在 区 阿 


c—-0<se0td 
上 不 变 号 ,就 得 到 : 


上 f(g, Dn 2 de je, Dsin 人 ce 一 
=gin 一 了 2 人 ye， Das, 


其 中 5 是 区 圈 (e 一 2 6 十 上 的 某 一 个 亿 。 
攻 极 限 , 当 5->0 时 


L 
人 f (2, I)sin 3 de>P(t) sin 2 


这 时 TD 要 确定 作为 在 68) 的 右边 的 尖 达 式 当 $->0 时 的 极限 ,于 是 它 成 为 


NTC 


Ti (0) ~ Win 7 


可 中 P(r ainwa(t— tar, 
内 而 误 逢 振动 就 由 下 面 这 公式 确定 : 
vw)= 访 忆 sin 好 2 PlDsinw (tr)arsin Eo (59) 
这 个 公式 指出 ,在 强 过 振动 中 可 能 消失 … 些 泛音 ,对 于 那些 泛 咨 


sin ze 一 9 
7 ， 


Pe 
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就 是 在 力 的 作用 点 C 有 节点 的 那些 滋 音 。 
现在 清 调 和 的 振动 的 强 适 力 的 情形 ,这 时 需要 规定 : 
PO = Posin(wt+ po), 
区 者 ,为 华容 起 见 ,和 作 由 ro=0: 
Pl)= Posinwto 
这 时 ,关于 Pu(D) 的 公式 粉 出 : 


T, (0) = Pe sin | 2 ginwr ginwn(t— Tt)are 
lon 1 Jo 


机 iT ft 
一 一 5 2 sin 2 ) fcoskent— (on 一 四 可 -cos[oat (wnto) 7)]dr = 
Wd 
~— 2w Pn i NANC os 2Po Pe 
= -一 sin Sin ent ns SiN SIn wt » 
Two 一 1 i Twh —w?) i 人 


如 果 强 授 力 的 频 牵 w 不 与 自由 振动 的 频率 wm 中 任何 一 全 相同 ， 划 所 有 的 分 弦 
( 嗓 一 22) 都 不 锋 村 零 ; 不 过 如 果 咏 搂 近 频率 wn 中 的 一 个 ， 划 对 应 的 分 母 减 小 , 于 直 
Tn(D 对 应 的 一 项 刁 其 他 的 项 比较 起 米 就 是 很 大 的 ,就 是 设 , 发 后 浴 据 现 象 。 最 后 , 党 
w= ww 则 上 面 关于 Zi) 的 类 达 式 就 失去 了 意义 ,而 应 当 换 成 另外 的 。 

把 所 得 到 的 7%0) 的 堆 达 式 代 入 到 公式 (52) 中 ,就 有 : 


,Nmo 
科 下 一 
—2wPo 1 i NTN 
vz, 四 一 -0 二 -一 一 一 一 Sin cnfsin 一 一 
(0 wh Ek 
sin ae 
2P0 ., te Lk 
Sin wt i 
上 名 ww 人 


右边 的 第 一 项 具有 自由 振动 的 形状 ,第 二 上 顷 与 强 锯 力 有 相同 的 蜂 牵 。 去 持 关 于 自 
芷 授 动 wy 1 的 第 一 项 ,只 地 第 二 项 ,把 径 纪 作 六 (xy 


0 
六 (zy DD = 2 sinwt 写 Ho 6 
» Sin 2 
Fiz, N= 2 sinwt BS i sin 2 (60' 
和 数 


司 以 依照 在 [1593 中 所 讲 的 方法 来 言 算 , 不 过 我 们 现在 不 作 这 个 , 而 讨 这 个 问题 的 另 一 
个 解法 , 仓 不 把 集中 的 力 考虑 作 溃 绊 分 布 的 情形 的 极限 ,而 直接 炒 作 。 
力 汶 作 用 点 把 弦 分 为 两 段 (0，c) 和 (c， 7)。 我 们 分别 考 虚 这 两 耻 ,第 一 段 的 继 标 如 
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作 wi(z, 旭 , 第 二 段 的 记 作 w(x，, 力 。 对 于 这 两 个 图 数码 与 好 ， 我 们 得 到 下 列 的 方 
程 : 


= 2 (<z<o; (61) 
Da (ocweo), (61:) 
因为 在 区 并 (0, ") 与 (c, 站 内 溉 有 外 力 。 再 者 ,我 们 有 固定 端点 的 条 件 : 
,0 一 0) Wo| =0, (62) 
三 点 z= 弦 的 回炉 性 条 件 
| oo? (63) 
以 及 作用 在 点 *=c 的 力 的 在 衡 条 件 [163]: 
Billz A 0 
避 |,。- 改 |],-- 血 ?0-- 诗 P00 (9 
我 俩 只 限于 考虑 铀 和 力 的 情形 
P(t) = Posinwt, 


从 由 筷 所 引起 的 强迫 板 动 中 分 出 具有 同样 周期 w 的 振动 。 这 些 振动 要 由 下 面 的 形状 
来 求 : 
UV) 一生 (Z)Sin wt, 

不 过 ,其 中 的 画 数 芷 (z) 在 区 并 (0, 0) 与 (0, D) 上 应 当 有 不 同 的 表达 式 , 由 于 这 个 糙 故 
我 们 设 : | 

U= X10) Sn wl; Vo= X(t)Sinwto (65) 

把 它们 代入 到 方程 (61) 与 (611) 中 ,我 们 就 有 : 
~w2ginw Xi) =a x(x)sin wt, 


出 此 于 人 + 外 各 的 0 
类 似 的 XS(0) ts ?Yslx) =06 
根据 [27], 这 就 栓 出 : 
HZ) 一 Cfoog- 全 Cgsin 如 人 Xslt) =C1cos 2 十 C&sin 9 vo 
由 条 件 (62) 求 得 : 


CI=0，CYoos 一 全 十 Cgsin 好 一 0， 


@@ “在 [163] 的 公式 (7 ) 中 ,用 我 们 现在 的 呢 法 ,应 当 写 成 PP() 来 准 从 了， 
a 0 i 
与 - 强 冰 代 ( 苇 ), 与 ( 臣 ).。 


4 
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车 此 挫 知 ,可 以 识 : 
CY C2sin 气 ， (A 
其 中 Cs 是 任意 常数 。 为 对 称 起 见 ,我 们 把 任意 常数 C3 记 作 Cu 于 是 得 到 : 
Ki1(t) = O01sin 些 ， Sa(z) 一 Cosin 0 
这 时 ,加 粮 性 条 件 (63) 共 出 : 
w(l-— 0) 


Cisin 2 gin ct 一 Cosin Sin wt 。 
a a 
只 剩 下 要 适合 最 后 的 条 件 (64)， 出 宕 得 漳 : 
一 旦 Caocos 一) sinot 一 也 Cicos 0 ginwt=— Po ginwt 加 
a a a 0 a 


学 是 常数 C1 与 Cs 由 下 列 的 方程 粗 来 确定 : 
Cisin 0 — Oogin LU—0) 0; Cicog #40s008 CC- Po, 
a a 伦 a 


aw 
洒 守 简单 的 计算 求 得 


a 


学 是 公式 (65) 粹 出 问题 的 解 ,形状 如 下 : 
[ gin ad 一 9 
Po 0 sin < sinwt, 当 0<z<o 时 ， 


| 4 sin 多 
Wr, 四 一 | (66) 
| 


二 上 2 sinwt, 当 o<zY<! 时 。 


把 (66) 展开 为 只 佚 正 嘴 的 宫 里 埃 胡 数 , 化 者 不 难 验 证 关 溯 六 (z, 1 的 解 (E0) 与 
《66) 的 恒 竺 性。 


17?1. 下 网 桑 公式 ” 比 归 着 无 界 弦 的 情形 ,我 们 现在 计 一 般 的 
波动 方程 


02 O%W ， OW | 本 
5 (5 二 Bo 2 ) (67) 
当 具 有 输 定 的 初始 条 件 时 在 无 界 空山 中 的 解法 。 先 讨 一 个 辅助 的 


命题 。 为 了 以 后 的 会 式 写 起 来 方便 ,我 们 用 (z1, za, ws) 来 刀 坐 标 
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(592)。 设 (vi, Va, %3) 是 某 一 个 区 域 - [或 素 个 空间 上 加 彼 且 
有 在 到 二 阶 连 纺 导 数 的 任意 画 数 。 以 下 我 个 所 有 的 讨论 都 是 对 于 
这 个 区 域 芍 的 。 我 们 考虑 丽 数 w 在 球面 C7 (zi, we, v4) 上 的 值 ,这 
个 球 以 点 (zu 2) 为 心 而 以 ?为 件 径 。 这 个 球面 上 的 点 的 坐标 
可 以 由 下 式 表达 : ， 
EF1=m1+ oT; Es = a 一 Ca 十 ao 

共 中 (Qi, aa, as) 是 所 说 的 球 的 年 径 的 方向 余弦 。 可 以 把 它们 写成 
下 面 的 形状 : 

oa 一 sin0eos0y ao 一 sinbsinp; as 一 c090， 
这 里 角度 0 由 0 改变 到 而 角度 g 由 0 改变 到 2x。 用 dio 来 记 
侍 径 为 1 的 球面 上 的 面积 单元 , 用 de 来 刀 舍 径 为 ” 的 球面 上 的 
面积 单元 : 

dco=sin0d0 dy; oa 一 rd 一 9 sin0dbdp。 

渤 虚 函数 @ 沿 球面 0.(w1, za, ws) 的 算术 平均 值 , 就 是 丽 数 
WD, Va, Ws) 治 上 述 球面 的 积分 除 以 这 球面 的 面积 。 显然 , 这 个 
积分 的 大 小 依赖 于 所 选择 的 球 心 (21, wo, ws) 以 及 秆 笃 7， 就 是 说 ， 
这 里 所 说 的 算术 在 均值 是 四 个 变量 (wi, zay coy y) 的 画 数 。 我 们 
可 以 把 这 个 算术 不 均值 写成 两 种 形式 : 


VV1y Vay Vay 7) = 


2m fx 
= 二 | [ WP oT; Dot oor; Ls aor) do (68) 


或 


] 
VP, Va, Tyy 人) = rr J tor; Par oor; Wat oor) Oo 


我 们 证 明 , 对 于 任何 的 选择 的 本 直 ww， 夯 数 v 总 满足 一 个 祝 辐 的 
偏 微分 方程 , 窟 就 是 : 


到 一 Am v=0, (69) 


1 


人 


人 hb nh i ji 
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2 2 2 
其 中 v= 下 安信 


Or Cri 3 
在 公式 (63) 中 沿 香 位 球面 求 的 积分 可 以 在 积分 导 下 对 wm 求 导数 。 
如 此 ,我 们 就 有 : 


4=- 去 | | Aw (wt or) do, 
47jJo Jo 

00 _ 1 [fs ao 
而 县 名 =- 面 |。 沁 况 eo 


后 一 个 积分 可 以 变换 为 沿 球面 0,(z1，%2, za) 的 积分 : 
0 oa 1 由 > -2 wudio， 


Or 4 1 wx 
应 用 奥拓 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 , 就 得 到 : 
加 -_1 | aoaw， (70Y 


其 中 已 是 贞 (a my wy) 为 心 7 为 下 径 的 球体 ,最 后 这 个 表达 式 是 
" 的 两 个 砍 数 的 科 积 :一 个 是 有 更 丽 数 了 ;一 个 是 积分 。 沿 球 
体 也 的 三 看 积 分 对 7 的 导数 等 于 同样 的 裤 积 甸 数 沿 这 个 球 的 球 
面 0, 的 积分 ， 为 要 验 赴 这 个 事实 ,例如 ， 只 须 通过 球面 坐标 玉 表 
法 沿 D, 的 积分 。 如 此 ,再 对 ”来 一 次 导数 ,就 得 到 : 


Ow _ 1 | 、 =. | 
本 一 | | Awdv + rs | Awdrgo 


把 所 有 上 面 灾 的 关于 导数 的 表达 式 代入 到 方程 (69) 中 , 就 让 
接 验 明 * 确实 满 足 这 个 方程 ， 著 "一 0， 旭 由 公式 (68) 直接 推出 ， 
ow vos 25) 趋向 (zy zzy 24) ,着 且 由 (70) 推 凡 ， 2 趋向 堆 , 因 
为 依照 中 值 定理 公式 (70) 中 的 三 重 积分 与 ” 同 艇 , 而 分 及 中 只 有 
人 2。 于 是 我 们 引出 下 面 这 个 定理 : 

定理 ”对 于 任何 的 选 定 的 两 数 %, 假设 它 有 下 到 二 阶 的 速 村 
导数 , 则 由 等 式 (68) 所 确定 的 画 数 满足 方程 (69) 以 及 初始 条 件 : 


bp , 
v2 ooo, Ta, 23); 锡 | -0。 (71) 
利用 这 个 定理 ,我 们 来 试 明 ,西数 
Uv1, ta, Ta, t) =tv (81, va, Ls, at) (72) 
满足 波动 方程 , 
Ow _ of OW , O% , OW 
B® (下 x2 中 a) (78) 
俯 及 初始 条件 
wl =0; | -on om。 (70 
{=0 Ot |i=0 
实际 上 ,我 们 有 
总 vw) Vay Va, Qt) at Sen gar mes 00)., 
O02 1 t) 0% » Wa, Ws, at 
OY a4 v(m1 gp, te, 0) ga Fv (wy a 


Au=tAv (v1, Vo, Vs, ct 

其 中 例如， 各 + 训 ， 9s 0 是 导数 2 全 12) a 
时 的 值 。 把 上 面 的 表达 式 代入 到 方程 (78) 中 , 当 "=at 时 我 们 就 
得 到 方程 (69) ,以 上 我 们 已 翅 廿 明 过 , 它 是 碾 立 的 。 初始 条 件 (74) 
可 以 由 (TD 直接 但 来。 由 于 方程 (7 是 和 才 扩 性 春 交 广 各 我 
个 可 以 肯定， 而 数 太一 -名 也 满足 这 个 方程 。 各 在 人 来 
1=0 时 它 的 初 寻 条 件 。 注 意 初 站 条 件 《7 和 9， 对 于 画 数 刀 = .2 我 
们 下 楼 得 到 : 


|， ;号 = (V1, do V3) o 
根据 (78) ,对 于 导数 -2 一 -54 我 们 有 ; 


A Ba Or Om 
Dd (t+ 二 


t=0 9 
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或 由 (7 名 中 第 一 个 初始 条 件 对 坐标 求 导数 ,由 此 我 们 得 到 
Ou | =0 
ot sa 站 


如 此 , 以 上 作出 的 波动 方程 (73) 的 满足 初始 条 件 (74) 的 解 对 
! 的 导数 ,也 是 同一 个 方程 的 解 而 满足 初始 条 件 : 


a 
V1 (ol Way 03) -如 =0。 (74) 


加 到 以 前 的 坐标 的 起 法 ,并且 在 第 一 个 情形 的 初始 条 件 (74) 中 取 
某 一 个 面 数 pro, 9， 2) 作 w(z, y， 人， 在 第 二 个 情形 的 初始 条 件 
《74 中 到 任何 另 一 个 醒 数 p(w,9, 9) 作 te, y 人 ， 再 把 所 作出 
的 解 相 加 ,就 有 方程 (67) 的 满足 下 列 初始 条 件 的 解 : 
Wp) 
为 简短 起 见 ， 我 们 用 Z,{w(2)) 来 记 国 数 深 以 Me, y, 过 
为 心 为 企 笃 的 球面 的 算术 平均 值 , 依 照 以 上 所 渴 ,我 们 可 以 把 所 
讲 的 方程 (67) 的 满足 初始 条 件 (75) 的 解 写 成 下 面 的 形状 : 
uN, DAApAM)) FB Ta M0) 
这 个 公式 通常 时 做 下 阿桑 公式 。 显然 , 它 可 以 写成 下 面 的 形 
状 : 
二 人 pi(a, B, Y)dio+ 


0 


i 
vv, y, 2, t) -去 | 


+ 可 [世人 [pe eac]， Ce» 


其 中 wa =sin 040dp 而 (a, 8, 7) 是 上 述 球 面 的 变 点 的 坐标 : 
a=2 十 atfsinboosp，B=% 十 ctsingsin py 一 2 十 atcosg。 (77) 
以 上 的 理由 说 明 , 由 公式 〈76) 所 确定 的 画 数 实际 上 满足 方 
程 (67) 以 及 条 件 (75) , 只 要 px(z, y, 2) 有 直到 二 阶 的 连续 导数 而 
9(w,Y,?%) 有 直到 三 阶 的 连续 导数 。 后 者 是 由 于 在 公式 (76) 的 第 
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二 项 中 出 现 有 对 上 的 导数 。 

不 过 ,如果 g(2， 2 2 和 pi y 2) 具有 较 坏 的 可 微 性 , 例 
如 , 在 问题 中 是 集中 的 初始 扰动 , 于 是 这 时 自然 会 认为 下 式 (761) 
仍 纵 出 问题 的 解 , 只 是 在 这 个 情形 不 是 古典 解 ， 而 是 广义 解 (参看 
第 四 管 ) 。 

在 以 后 我 们 会 知道 ,所 提出 的 问题 只 有 一 个 解 。 

丽 初 始 扰动 集中 在 革 一 个 以 曲面 c) 为 答 的 有 界 容积 (v) 上 ， 
就 是 襄 , 在 () 之 外 VCN) 与 PCY) 等 于 雾 , 股 点 MM 出 现在 (2) 之 外 。 
当 #< 双 时， 其 中 马 是 由 Mr 到 (c) 的 最 短 距离 , 球面 (Sw) 就 出 现 
在 (o) 之 外 , 上述 的 两 个 夯 数 在 (Su) 上 就 祁 等 于 雾 , 于 是 公式 (76) 
烙 出 WW 人 一 0, 就 是 靳 在 点 1 是 部 止 的 ， 在 时 刻 4 一 人 曲面 
《So) 切 于 (c)， 于 是 波 的 前 陈 而 进 到 玫 。 最 后 , 当 ! 之 辽 时 ,其 中 
也 是 由 戏 到 曲面 (ac) 上 的 点 的 最 大 距 询 ,球面 (S41) 就 双 出 现在 
(o) 之 外 [整个 容积 Co) 在 (Si) 的 内 部 1, 于 是 公式 (76) 叉 痊 出 
uCM， 信 =0。 时 齐 4= 之 对 应 于 小 的 后 际 面 通过 点 W， 此 后 在 
这 点 CHM， 就 等 于 雳 ,而 不 像 对 于 弦 的 情形 (就 是 平面 波 的 情 
形 ) 一 样 等 于 常数 。 在 答 定 的 叶 列 t 波 的 前 陵 醒 代表 这 样 的 曲面 ， 
它 把 还 没有 开始 振动 的 点 与 已 凶 振 动 的 点 分 开 。 由 以 上 推出 ， 这 
个 曲面 的 所 有 的 点 到 (c) 共有 等 于 at 的 最 短 距离 。 不 难 证 明 , 这 
个 曲面 就 是 球 心 在 曲面 (c) 上 个 径 为 at 的 球面 族 的 包 略 。 我 们 
知道 ,常数 “是 波 庄 面 的 传播 这 度 。 

173. 杜 面 波 “ 在 空 闻 定 好 在 角 坐标 轴 , 汶 夯 数 p(ey ga 与 
z(x,y 分 只 依 束 于 v 与 y, 就 是 襄 , 在 任何 的 平行 于 02 四 的 过 
黎 上 它们 保持 常数 值 。 这 时 如 果 六 行 于 02 轴 移 动 点 开 ， 则 显然 
公式 (761) 的 有 边 不 改变 它 的 值 ,就 是 说 , 画 数 ve, y， 2) 介 也 不 做 
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赖 于 2 于 是 公式 (76)) 答 出 方程 


Ou Bu Ow 
5 = (+) (78) 
其 有 初始 条 件 
i . du| 
uo pl, 9); 区 | pi(w, Y) (79) 


时 的 解 、 人 XX 了 上 来 郑 虑 这 个 解 。 为 此 ， 
我 们 需要 把 公式 〈76;) 中 沿 着 球面 取 的 积分 变换 为 治平 面 YX7 .上 
一 个 国 的 各 。 在 平面 X7 上 取 点 用 (%,Y)。 由 公式 (77) 所 确 
定 的 以 (a，B, 7) 为 坐标 的 点 ， 当 2=0 时 是 以 Me yy 0) 为 必 ot 
为 定 径 的 球面 (54) 上 的 变 点 。 这 个 球面 的 面积 四 元 是 4S,4= 
二 a2W2qdo 。 这 球面 出 现在 平面 了 了 之 上 及 其 下 的 两 部 分 在 琅 耐 
攻 了 上 的 投影 是 以 及 为 心 at 为 定 径 的 加 (Czt)。 投 影 的 面积 昌 元 
dCw 由 王 面 这 公式 连 系 于 球面 的 面积 单元 4S64[62]: 


du 
0 Zi! 


其 由 久 是 So 的 法 厂 方 向 ,就 是 这 个 球 的 什 径 与 02Z 珊 作 成 给 角 
的 方向 。 设 W 是 球面 上 的 变 点 ，Wa 是 它 在 平面 X7 上 的 投影 ， 
则 由 初等 几何 学 中 的 理由 ,显然 


cos(m = 加 VOR (a— 4) 一 -9 ， 


其 中 (, B) 是 图 (C6) 的 变 点 的 坐标 。 人 《761) 的 
第 一 个 积分 中 ,注意 圆 (Cw) 可 以 看 作 是 由 球面 (Sa) 的 上 部 得 来 
和 的, 也 可 以 看 作 是 由 它 的 下 部 得 来 的 , 我们 就 得 到 公式 (761) 中 入 
一 个 积分 的 如 下 的 变换 : 

去 j| gi(%, B， DER 由 Pakay B)dSat= 


ag 
(Kae 


ee __pila, B) 
”2mc 上 Ma (a no) (By ve。 


应 用 同样 的 灾 和 于 第 二 个 积分 ， 并 把 下 面 XY 的 面 和 单元 
dC 记 咸 dad8 的 有 形状, 结果 我 们 得 到 下 面 这 个 关于 所 要 求 的 满 
足 方程 (78) 以 及 条 件 (79) 的 画 数 的 公式 : 

up, Yt) -= 于 中 2 
十 亢 [sal a 人 下 (80) 

骂 初 始 扰 动 局 限于 下 面 XY 上 以 (7 ) 为 界线 的 某 一 个 有 限 
区 域 (B) 中 ,就 是 说 ,在 (B) 之 外 pe, 仍 与 pi(2, 幼 等 于 需 。 咒 点 
M 位 于 好 之 外 。 当 时 划 1 过 2 时 ,其 中 避 是 由 M 到 界线 (7 ) 的 
最 短 距离 , 图 (Cw) 与 (B) 没有 公共 点 , 在 整个 图 (Cw) 上 画 数 
oz g) 与 plc g 等 于 党 ,于 是 公式 (80) 粉 出 wo y 蚊 =0。 
在 时 刻 4 = 和， 波 的 前 阵 面 进 到 点 NM。 对 于 t> 的 值 , 其 中 D 
是 由 ML 到 (1) 上 的 点 的 最 大 距离 , 这 时 区 域 (8) 整个 包含 在 图 
《C.) 之 内 ,于 是 在 公式 (80) 中 所 要 求 的 积分 需要 单 如 的 沿 区 域 
《B) 来 作 , 因 为 在 (B) 之 外 pz, 中 与 1(%,9y) 等 于 需 ; 就 是 说 

wen- 贡 |m 人 全 


(B) 


+[aa)| 7 2- 一 0)? ]. 


十 


”在 这 情形 下 , 波 的 后 阵 面 在 时 齐 t=2 通过 点 到 之后, 本数 
2(7， 9 芒 不 是 像 在 三 维 空 间 的 情形 等 于 堆 , 也 不 像 在 汞 的 情形 等 
于 常数 。 不 过 由 于 在 分 峡 中 有 a3 六 出现, 我 们 称 归 可 以 肯定 , 当 # 
无 限 培 加 时 w(z, y, 为 趋向 雳 。 

我 们 襄 , 在 所 考虑 的 情形 下 波 的 后 障 面 通过 之 后 有 波 的 泗 漫 
现象 发 生 。 我 们 保留 在 琅 面 了 了 .上 导出 了 爹 部 的 理由 。 在 三 纵 
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空间 中 方程 (98) 对 应 于 所 请 的 柱 面 波 。 

173. 2 杂 空 间 的 情形 ”在 f17 妇 中 所 得 到 的 粘 果 可 以 直接 推广 到 任何 多 灯 的 情 
形 。 我们 米 考虑 以 ( 扣 ， zz，…s Tw) 为 似 标 的 二 灯 空 关 。 在 这 样 的 空头 中 咎 径 为 了 的 
球 的 容积 由 下 式 确定 [991]: 


2) 
Wr ep 


tl ML 
2 


rn 4n 是 偶数 )， 


i rm (nn 是 奇数 )。 


由 这 两 个 裴 达 趟 对 7 来 导数 ,就 得 到 球面 面积 的 大 小 
从 7 (是 偶 数 )， 


mw 41 局 是 奇数 )。 
通过 人 忆 一 思 个 角 来 表达 球 华 径 的 方向 余 政 ak 的 公式 如 下 : 
A1=C0901 
qzs= Bin Ol cosds 
a3= Sin01 sin 92 Cos Os 


Qan-a= Min 618in Gogin On.9008 On-a 
an-1= Sin bigin gagin On.2c09p 
Sin O18in O28in On-2 Sin gp, 
其 中 O00. EA; 0<o-<2ro 
单位 球面 的 面积 嚼 元 是 : 
di0 = Sjnn-201 ginn-3p2...9in -oa001G03 .000-200， 
对 子 企 知 为 7 的 球 : 
Oo=7n"ldioo 
敲 在 空间 Ki 中 答 定 一 个 具有 将 到 二 阶 速 贸 导数 的 卫 数 w。 它 的 沿 车 以 (zz 

… 4) 为 心 7 为 守 短 的 球面 的 算术 不 均值 内 下 式 确定 ; 


V1 Tay sy ng ?) -元 加 六 te Zot ar, 9， Zn on?) A1F 
n 


或 vn, Ta Tn 7) =|) otor, Z2 十 car Zn 十 cnr)Groo 


与 以 前 一 样 ,我 们 可 以 证 明 , 配 数 4 满 足 微 和 分 方 稳 : 
O20 Leor 
Bt 


肪 及 和 始 条 件 : 
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、。 20 
v 一 OLD | =0 
ji a Op 


利用 上 述 竺 果 ，, 可 以 得 到 关于 具有 任何 多 个 自 变 量 认 波动 方程 的 最 给 的 公式 。 对 于 一 


般 情 形 我 们 只 讲 最 终结 时。 波动 方程 


Ou /OU Ou 四 
BE a(t 十 … 吓 (81) 
的 满足 彻 始 条 件 : 
ut 
dl =0; 现 | (Ky Loy es Di) 


唱和 


— ar), (21) 


当 站 是 倘 数 时 
CC， hn 人 一 
Ei og. 和 7 Be 
一 了 


1 ee Bn Lr"?7, {wr ar, (822) 
其 中 入 p(w (2) 是 天 数 Ct za mn) 消 有 《1 Xa， 1) 为 少 训 为 全 得 的 球面 的 
货 家 下 榴 值 。 为 要 验 省 公式 (821) 与 (822) ， 当 ) 是 硒 数 时 ， 只 须 责 数 w(zay za yz 
有 站 到 2 二 阶 的 加 镇 导 数 ; 当 是 偶数 时 ,只 须 有 直到 “二 2 阶 的 过 窟 导数 。 

474， 非 齐 次 波动 方程 “我们 现在 在 无 界 空 间 中 涛 处 非 齐 次 
波动 方程 


fe yD (68) ， 


求 它 的 满足 才 初 始 条 件 : 


=0; | = 
10 ”at | 2 (84) 


的 解 。 由 这 个 解 加 上 齐 次 方程 的 满足 初始 条 件 (7 四) 的 解 , 就 得 到 
方程 (83) 的 满足 条 件 (75) 的 解 。 
为 要 求 上 面 所 给 的 闫 题 的 解 ,我 们 考虑 齐 区 方程 


Ow _ of OW ，D20 | Ow 
5 《二 + By 1 O22 ) 


的 满足 初始 条 件 


(85) 


入 
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Ow a 
wl =0; SH 一 oo oO (86) 
t=T Ce jiter 


芍 解 , 这 里 不 取 1=0 作为 初始 时 麟 ,而 取 t=7, 其 中 是 某 一 个 参 
变量 。 画 数 妈 将 由 下 阿桑 公式 来 表达 ,只 是 这 个 公式 中 我 们 应 当 
用 尼 一 疏 来 条 换 i, 因为 初始 时 齐 不 是 1=0, 而 是 {=75。 如 此 , 我 
们 就 有 : 
ww yy 2 tb; 7)= | | fletaatt—7), 
y+asa(t—7T), stot—7T), Tac, (87) 


其 中 
or 一 Singocospji as=sinbOsin pi ms=C080, (83) 
注意 , 画 数 ww 除去 通常 的 自 变 量 (z，%， ?, 引 外 , 还 依赖 于 参 
变量 7。 现在 我 们 由 下 面 这 公式 作出 一 个 砂 数 (zy, 2, 由; 
wv Y, 2, +) =| ve， Yt 7)dT， (89) 
并 且 证 明 它 满 足 非 齐 次 方程 (83) 以 及 需 初 始 条 件 (34) 。 我 们 有 : 
Ce CR gr+aloyga 必 可 | 。(90) 
根据 (86) 中 第 一 个 条 件 , 积 分 以 外 的 一 项 等 于 圭 。 再 对 t 求 一 次 
导数 ,就 得 到 : 
Ow _(: Om (vy) 2 td; 7) yo Ov, y, %, t; 7) 
| ba ge ot 
并 且 根 据 (86) 中 第 二 个 条 件 , 所 得 到 的 积分 以 外 的 一 项 等 于 
yc 0 2 台 ,就 是 设 ， 


| grtf (oy, sd), 
求 表 达 式 (89) 对 坐标 的 导数 时 ,只 须 求 窜 积 函数 的 导数 : 
Zu=| ho 2 2 t; TdTo 


由 后 两 个 公式 以 及 方程 (85) 直 接 推 出 , “ 满足 方程 (83) 。 由 


T=t 
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公式 (89) 与 (90) 直接 推 出 初 站 条 体 《84 和， 只 要 注意 , 如 以 .上 所 壕 ， 
在 公式 (90) 中 积分 以 外 的 项 等 于 雾 。 如 此 , 公式 (89) 给 出 方程 
(83) 的 具有 初始 条 件 (84) 的 解 。 在 (89) 中 用 函数 ww, 9 2, 本 77) 
的 表达 式 (87) 来 替代 这 个 画 数 ,就 得 到 : 
wo 5d) = ho) jfietaal—®), 
4 二 asac(t 一 zf， z+asa(t—7), be 

我 们 把 这 个 关于 久 的 表达 式 变换 为 男 一 个 形状 。 引 用 新 的 积分 变 
得 7=a(i 一 7) 来 末代 T。 完 成 换 元 工作 ,就 得 到 : 

WW, YY 各 学 从 | 


= 1 全 信人 (e+ TY 十 QT 十 Qa tT)rsinGdr dgd 
dna’ Jo 0 od 人 3 a 9 


或 者 ,用 了 琵 再 除 以 7 
uv, 0 ,t= 
3 
pe ee ~ r2gin Odr daddy, 
注意 关于 oy 的 公式 〈88) 并 回忆 在 球 华 标 系 中 关于 容积 单元 
的 表达 式 , 我 们 就 看 出 ,在 最 后 的 公式 中 出 现 的 三 次 积分 相当 于 治 
以 人 9 纹 为 心 af 为 定 径 的 球 的 三 重 积分 。 引 用 变 点 
二 一 和 十 oa N=Y+aar; C=2+0sr, 
并 注意 有 @ 十 中 十 ==1, 就 得 到 
~ 了 =V -OO 一 ?十 下 一 人 5 
关于 以 的 表达 式 最 后 可 以 写成 下 面 的 形状 : 


1 | 加 a 2 十 oo 2 十 Co7 to 
0 Jo 


woy y, £1 = 人 By (91) 


dma } g 
at 


其 中 不 等 式 "ot 表现 的 是 上 述 的 球 Ds:。 最 后 这 表达 式 中 的 被 
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积 画 数 的 特征 是 下 这 事实 : 醒 数 / 要 取 在 时 记 + 一 二 ， 这 个 时 记 
在 计算 “的 时 鹿 ! 之 前 。 时 鹿 之 差 二 葵 出 以 速度 e 由 点 (&，7, 多 
行 鞭 到 点 (4, 9, 2) 所 需要 的 时 间 。 表达 式 (91) 通常 己 做 推 后 执 
我 从 渤 归 提 由 ,基本 肥 式 (89) 有 有 有 稍 昌 的 物理 意义 ,就 是 尼 站 
站 区 放生 人 的 请 中 和 柯 好 条 做 (人 的 解 拓 让 天 由 人 沁 ， 的 丰 下 记 
的 和 , 冲 最 w(%, >， 如 7) 是 由 自由 项 的 存在 而 产生 的 , 并 已 丸 
由 方程 485) 与 (86) 所 确定 的 。 


现 答 我 们 考虑 具有 雾 初 始 条 件 时 关于 柱 夯 波 的 非 齐 次 波动 方 
程 ; 


名 )+fw， y, (92 
像 以 .上 完全 一样 a 让 面 形状 的 解 ; 


v(m, Yt) | ww Yy, tyT) ds, 
) 


其 中 wey 9g, 如 可) 注 中 齐 次 廊 程 


Ow (SW 
Ol? Om? 
忆 及 初 治 条 件 
a! 
ov! 
a 
t= Ot ‘t=7 


主 普 公式 (0) ， 天 后 得 色 


痪 和 了 (C， 六 二 ds 
ule, or 于 Ll ee 


[p2= (§—2)*+ (m9 
在 设 后 这 个 公式 中 我 个 要 全 时 淹 求 积分 ,而 在 公式 (91 
中 就 没 ; 有 : 儿 里 ,对 叶 间 的 依 牛 性 归 灶 于 进行 求 积 耸 时 所 浩 的 球 的 
年 会 对 峙 时 的 依 顿 性 以 及 南 数 了 (ey 2, 四 村 时 有 辣 的 依赖 玉 。 在 
黎 性 的 情形 
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2， 2 
a 下 放 -二 Fo 四 (94) 


解 显然 是 : 
we d= [| EDA la C95) 


sq) 

175. 点 源 ”如 果 我 们 设 方程 (883) 中 的 自由 项 具 是 在 以 坐标 
原点 为 心 的 不 大 的 球 .上 不 等 于 堆 , 旭 当 这 个 球 的 千 径 趋向 需 且 当 
外 力 的 强度 无 限 增加 时 , 取 极 限 就 可 以 得 到 存在 有 点 源 时 波动 方 
程 的 解 , 这 个 点 源 从 时 列 t=0 起 开始 作用 ,而 它 的 依赖 于 时 间 的 
作用 规律 可 以 是 任何 的 规律 。 设 


当 和 Mw@ 十 仍 十 妨 守 E 时， jz Yy, 2, =0， (96) 
而 且 
ze vy, 2y tdvdydz=4r0(t), (97) 
Ce 


其 中 0。 是 以 原点 为 心 8 为 全 径 的 球 。 回 到 公式 (91) , 我们 算 作 
at> MV 避 十 全 十 兴 。 根 据 (96) ,只 须 沿 球 0。 进行 求 积分 。 当 se->0 
时 取 郁 限 ， 7 的 大 小 就 等 于 由 点 (%,9,?) 到 原点 的 距离 ， 就 是 说 
= \/ 好 十 多 十 生 ， 注 泡 (97)， 我 们 就 得 到 : 


WV, Ys 2 的 (98) 


此 外 , 需要 算 作 当 7>>at 时 ww, y, 2， 二 0, 因为 ?>at 时 , 对 于 
足够 小 的 8 来 讨 , 积分 (91) 的 积分 区 域 不 包含 球 0 在 内 。 注 党 ， 
当 任 意 选 定 两 次 可 徽 硬 数 wD) 时 , 画 数 (98) 满足 齐 次 波动 方程 ， 
而 在 坐标 原点 有 奇异 点 。 
在 方程 (92) 的 凿 形 , 像 以 上 完全 一 样 ,我 们 应 当 算 作 : 
当 V 人 TTP>e 时 f(r,Yy,t) =0, 
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而 由 中 ye,w avay=2r0) 


其 中 ye。 是 以 原点 为 必 s 为 补 径 的 圆 。 回 到 公式 (93), 取 极限 ,就 
得 到 在 柱 面 波 的 情形 下 关于 点 源 的 解 : 


nt wy 


wz, Y, = J ep (at>p), (99) 
u(x, y, 6)=0 a 
一 zz 十 仿 ) 。 
公式 (98) 与 (99) 的 不 同 与 我 们 在 前 一 段 中 所 讲 的 类 似 。 傅 昭 
公式 (98), 在 时 唱 点 源 在 点 (cy y， 2) 的 作用 只 依 顿 于 这 点 源 在 
时 刻 4 一 过 的 强度 。 在 公式 (99) 的 情形 , 这 个 作用 要 由 点 源 在 从 
t=0 到 st 全 的 时 阅 区 并 中 的 作用 来 确定 。 
在 线性 的 情形 (94) , 像 上 面 一 样 ,总 
们 res Dae=o0) 而 且 , 当 loj>s 时 Jo 及 =0， 
由 公式 (95) 职 极 限 ,就 得 到 : 
当 |e <at 时 wg, = w(t) ar, 


(100) 

当 lx ot wy, =0 
到 现 东 为 小 , 我 们 前 就 在 面 人 了 波动 方 
负 ， 愉 有 简 络 条 件 。 关 于波 动 方程 着 竺 面 上 以 及 空间 中 的 这 从 
二 和 多。 我 们 就 两 各 特殊 情形 求 沽 虞 在 面 上 的 这 值 问题 -一 
当 解 决 加 是 所 在 的 区 域 是 算 形 或 恩 叶 。 现 在 我 们 从 物理 上 来 解 科 不 面 上 的 波动 方程， 
把 浴 看 作 是 关于 腊 的 
所 韶 脐 我 的 滞 片 , 像 玉 那样 ,只 受 有 张 为 的 作用 , 而 不 杰 曲 。 评 胰 妥 
布 总 匀 的 张力 To 的 作用 ， 在 人 心力 上 ， 0 
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到 
闪 
水 


Tl 
其 中 “一 Vy 也 ， 
/是 腊 的 面 密度 , py 是 外 力 或 页 载 。 我 们 这 里 不 线 方 程 (101) 是 怎样 得 出 米 的 。 
除 微 男方 各 (101) 外 ,应 当 注意 到 边 值 锡伯 ,就 是 在 界 粮 (C)( 腊 的 边界 ) 上 两 数 
皮 当 满足 的 条 件 ,我 们 只 讲 胶 科 打 住 在 界 革 (C) 上 的 情形 ,就 是 让 


在 (C) 上 4=0。 (102) 
此 外 ;这 当 输 出 和 始 条 件 ,就 是 在 彻 始 时 刻 态 的 所 有 的 点 的 位 称 乒 近 度 
«=p DD; |, ps, Ws (109) 


177. 虞 形 腊 现在 我 们 考 处 炬 形 腊 的 自由 振动 , 它 的 界 磷 是 在 在 面 (5, Y) .上 的 拭 
油光 


2 一 0 T=1, Y=0, 2 一 Mo (104) 
我 偶 算 作 汉 有 人 外力, 就 是 /=0。 
池 是 ,我 们 需要 求 方程 


O24 _ a ( Om | Om ) (105) 


0 + Dr 
的 淄 定 条 从 人 (10 人) 与 (103) 的 解 。 
我 们 仍然 用 慎 波 的 方法 (富里 埃 法 ) 来 求 方程 (105) 的 形状 为 : 
(acogwt 十 BSginwtD(zy y) (106)， 
的 特 解 ,这 就 输出 


—w(acogwt+ Bsinwi) U(r, Y) =a 20 OD 


a +) (acogwt+ Bsin wt) ， 


由 此 ,说 
pp, (107) 


就 求 得 关于 忌 的 方程 : 


0 OD ar 
rt tr U0 


下 一 步 ,我 们 由 下 面 的 形状 来 求 这 个 方程 的 特 解 : 
VU(s, Y= YY), (108) 
这 就 粉 出 XIDPY HTD YY) EE) YT (YW) =0, 
或 Xr) YW HREF OY 沁 入 
及 (7) YD , 
其 中 2 在 这 里 是 未 定 的 常数 。、 
于 是 ,我 全 有 凋 个 方程: 


XT FEAT 0 Pr FT 0, (100) 
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.其 中 如 一 如 一 他 2 十 和 2 一 2。 
方程 (109) 输出 本 数 尺 (z) 与 了 (9) 的 一 般 形 状 : 
X(T=O01sn MCorosNr;y 了 (人 门 =CsSn 十 ChcosHye 
由 条 件 在 (0) 上 4=0 
得 到 在 (0) 上 U(x,y)=0 
而 最 后 这 个 条 件 可 以 分 解 为 下 烈 的 委任 : 
XN(0)=0; XO) =0; 了 (0) =0; Fm)=0, 
由 此 显然 C2= C4=0, 于 是 如 果 我 们 蛮 去 不 等 于 零 的 常数 因子 C1 与 Ca 旧 成 为 : 
XR(r) =3nWw, YY)=inny, (110) 
可 是 
SinAM=0, sin um=0 0 (111) 
由 方程 (111) 挫 知 , 和 与 4 有 无穷 多 的 值 


A My Ngy es Mey ey Wy kay ey ry 
(112) 


on TY 
Nm 
0 5 这 ?9 


由 数 事 (112) 中 任意 各 取 和 与 4 的 一 个 值 就 得 到 对 应 的 常数 名 的 下 面 的 亿 : 


艳 - 一 邓 十 必 =m( 加 十 三 )， 


由 码 的 这 个 佳 根据 (107) 我 们 又 求 出 颗 素 岂 的 下 面 的 值 : 


3 
2 一 a 人 二 也 已 )。 (118) 


在 表达 式 (106) 中 用 Xo 代入 作 ^， 用 hr 代入 作 4， 并 用 or 与 Bor 各 本 w 与 有 
的 值 ,我 倘 就 得 到 方程 (105) 的 满足 边 值 条 件 (102) 的 无 穷 乡 个 解 ,形状 如 下 : 


四 i OXT 了 
Goo cos rt to,r sin oor sin SE sin TY, 
; : 


就 是 谣 , 刁 驶 的 自 有 调和 振动 相对 应 的 , 膜 的 无 穷 多 的 自 有 (自由 ) 诡 和 振动 。 
常数 4 与 8 要 册 翻 妨 条 件 玉 确定 。 在 公式 
w= SB (gor e080, parsingg, st)sin FE gin EY, 
ITeT 1 Wh 


Ss 和 
~ ,or (Bo,reoswo, si— a ssinwg, sl) sin LF sin EL 
Ttel 


加 
中 , 访 1=0, 根据 (103) 就 得 到 


< i OX iT TTY 
Wl = - Go, rin 一 ~- Sin 一 -之 
|t=0 Pa Y) o 光 让 六 人 mm? 
Bn be Ls 
2 =92(T, = 滨 1 Bose,r Hin 一 盖 7 in TY, 


这 两 个 公式 恰好 是 酚 数 91 与 :的 二 重 窜 里 志 角 狼 属 开 式 . 不 间 署 出 乎 知己 8 
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应 由 下 列 公 式 确 定 : 
1 
Ce E p18, Dsin LE gin Ran, 
tnvo) 1 0119) 
4 fl 和 
Wo,rho, r= 六 | 罗网 a(t, NSin 一 一 sin 一 lh, 


放 议 加 7 te 的 


的 一 种 
( 妇 这 样 节 米 ， 
正方 形 腊 


I=m=7 


为 鲍 来 考察 这 个 击 实 最 简 四 
在 这 情形 下 频率 wr,: 由 公式 


qVF 1115) 


来 确定 ,其 中 a= 


.是 不 依 加 于 与 了 的 因子 。 
让 0=T=1, 就 得 到 腊 的 基本 音 tt 类 六 w=aV 史 : 


Wt Ni Sin (wnt+ Fu) sin gin 型 。 


0=] ,T=2 或 7=2, T=1， 
酒 个 不 同 的 次 ,而 有 相同 的 频率 


RN 
就 过 2&t2 一 lsin(oa1 十 ta)Smn 一 一 2 sin 2 
?21 一 Neolgin(oOot 十 Ta1)SED 2 


这 两 个 简单 扰动 的 节 米 各 是 


但 是 徐 援 动 Ws 呵 ? i 还 有 无 分 : 
号 的 级 性 猫 合 得 芝 的 
动 ; 


i 动 具 有 相同 的 疾 论 ww 它 油 是 中 岂 : 
到 下 商 形 次 这 概 


其 由 == Wn, Ni= NE, Na= Nato 


下 
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i > A 1 TT » by 多 
277 gin TY 2sin 于 gin TY (cos Ereos jh， 
四 7 


人 各 册 剖 wy 
当 Na= 一 Nl 册 , 用 同样 的 方法 可 以 求 得 节 粮 一 y==0。 
! 放 此 简要 的 第 开 5。 当 Na? 中 士 N1 而 且 Nt Na 坟 0, 我 们 对 学 间 一 


芍 省 这 得 


Ne=/y Ne=~Ny 


wa VB 


图 134. 
电信 部 有 下 曾 形 状 的 方程: 


NaCog 型 六 十 Nioecs = 0。 


现在 焉 7 一 3 Tm2, 
就 得 到 闫 环 为 OA 5 


的 蛤 一 的 审 , 宪 的 条 


一 x~5 的 几 种 简明 
好 是 衣 学 中 已 知 的 克 村 


有 形 下 ,人 
国 形 


Nz=0 全 = 他， 
人 | 
人 gr 
i ~”、 
ee 
4 
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腊 的 吏 巡 拨 动 的 计 论 像 怠 的 强迫 握 动 的 讨论 完全 一 样 。 所 不 同 的 只 是 要 把 外 为 
了 lz, oh 四 展 于 为 一 重 富里 坊 级 类 ,而 不 是 简 昌 的 富里 拨 极 数 。 

178. 图 彩 膜 加 形 洲 的 情形 给 出 把 已 知 葡 数 依 具 赛 尔 函数 展开 的 便 , 一 一 这 个 
例 的 重要 不 仅 在 于 作为 对 于 跤 的 握 芒 理 诊 的 叙述 ,并且 因为 在 其 他 的 很 重要 的 数学 物 
理 问题 中 会 遇 到 这 样 的 展开 式 。 

因此 ,我 们 来 计 缠 加 形 膜 扑 和 白 有 (让 由) 振动 , 宅 的 界 米 是 以 华 标 原点 为 必 、1 为 沾 
径 的 加 周 。 我 们 依然 算 作 在 腑 的 界 太 .上 没有 位 移 。 引 用 枚 坐标 (Y，90) 玉 将 代 将 前 坐标 
(zx, 阴 ,于 是 我 们 有 : 

化 es =00 
像 在 矩形 膜 的 情形 一 样 ,我 仙 来 求 方程 (105) 的 下 面 形状 的 特 解 ; 
(zcogwtt Bsinwi)U, 

其 且 我 们 算 作画 数 U 是 通过 (x, 0) 来 类 达 的 , 而 不 是 通过 (zy) 表达 的 。 头 于 本 数 忆 
我 们 得 到 同样 的 微分 方程 


O27 
or Oy 


不 过 只 是 应 当 把 宪 变 换 到 新 的 变量 (>， 0) 。 为 此 , 只 须 在 极 坐 标 来 才 达 拉 普 拉 斯 运算 
学 


-HAD = 0， (116) 


BIT 020 
A= + (117) 


我 们 知道 ,三 个 变量 的 拉 普 拉 业 运算 了 
OU BT OU 


i ed 
由 5 十 -到 十 本 


在 杜 面 全 标 宅 垃 达 成 下 面 的 形状 [119]: 
1 sr 1 ar ,00 
A 
侵 识 林 不 依 灶 于 *， 就 通过 标 提 标 天 达 出 (117) 。 必 下 我 们 用 ?水电 矢 佑 的 县 庆 
以 千代 py 用 9 求 弄 极 角 以 等 代 0: 
Da or ,1 ov 1 2277 


5 0 
把 方程 (116) 改 写成 : 


Br 1 0 1 BD ,ary。 
B+ Bt 0 + U0o 


我 们 来 求 它 的 为 柔 积 形状 : 
Ulr, 0)=F(0).R(7) 
的 特 解 , 宅 办 出 : 
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TO)| Er Cr) + = Bi'(r) +R2E(r) t+ TO RO) =0, 


或 LO) RI) Hr tT) 一 和 
TO RD , 
糙 果 得 到 : 
TH(0) +%2T(0) 一 0， (118) 
BD) + + ) er) =06 (119) 


方程 (118) 具 有 下 而 形状 的 一般 解 : 
T (0)=C cost Dsinh6, 
因为 依照 这 个 问题 的 滞 义 , 画 闫 :如 应 当 是 9 的 记 27 为 周期 的 趴 信 周 期 函数 ,于 是 两 数 
TC6) 应 当 具 有 同样 的 性 丑 ， 所 以 除非 是 整数 才 可 能 。 只 限制 入 取 正 从 ,我 们 应 当 算 
作 》= 0, 1 2，…, n，… 我 们 站 1 对 应 的 关于 丽 数 2(0) 与 五 (7) 的 夫 达 式 皮 作 : 
ToC0), TC0), TalO) sos TO)s eo? Rob), R17), Balr), es Rlr), eo 
由 这 样 的 方法 ,我 们 得 ;到 7 程 (105) 的 下 面 形状 的 无 穷 多 个 解 : 
(acoswttB sinwt) (Ceosnbg 十 Dsinn0)Rn(r) (w=ak)o (120) 
夯 数 Ru (7) 满 是 方 程 G119》, 只 是 要 用 久 来 苞 换 入: 
可 (+ 二 到 (1) 二 (如 -后 )Bn(7)=0。 (121) 
在 [49] 中 我 们 路 过 ,这 方程 的 一 般 积 2 是 
Rilr) CT hr) + Ca nr) 
其 中 Jrn(o) 是 中 赛 尔 柄 数 ，7rn(g 是 史 午 尔 方程 的 第 一 解 , 当 : 
为 合照 这 个 问题 的 访 义 , 要求 的 解 在 膜 的 所 有 的 点 (包括 坐标 原由 一 0 在下) 应 当 保 
持 有 界 ,于 是 上 面 的 关于 Ru (7) 的 公式 中 应 当 没有 含 瑟 M(Ky) 的 项 ;就 是 踢 , Ci= 0。 我 
们 可 以 算 作 01=1, 就是 禹 , 铀 


Fn?) = nhr), (123) 
这 并 不 失去 普通 性 * 于 是 边 值 条 件 中 
“| =0 
葵 出 2 
Jn (Kl) =0 6 (124) 
规定 碎 =4, 我 休 就 得 到 用 以 确定 取 的 超越 方程 
Ta =0, C2) 
在 县 塞 尔 函 数论 中 证 明了 忆 有 无 穷 光 的 正 根 : 
HY, ph, ph, Ds ee (126) 


已 司 对 成 于 的 普 冀 天 可 
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Foia 
机 的 
根据 (107), 得 到 频率 的 什 
maa (n=0, 1, 2, ,m=1, 2, …)o (128) 


在 下 于 中 我 们 答 骨 前 六 个 只 塞 尔 责 数 的 前 九 个 根 


7.586 
11.064 
14.378 
17.,616 
20.827 


wi 


24.018 
27.200 
27 .421 30.371 
30.571 5 33.512 


2 -3 


ne 
人 


以 下 的 根 可 以 由 下 面 这 近似 公式 在 算 ; 


MD= ; TN—1+4m) 一 人 一 


ET Ey 
轨 佬 大 周 对 于 稳定 的 7 这 个 公式 造 准 确 。 现 在 我 们 不 能 导出 这 个 基本 公式 (129) 。 
由 公式 (120) 摊 出 ,我 们 所 得 到 的 特 解 可 以 写成 下 面 的 形状 : 
CalD COS wm nt a Sin wnt) cos nO Tn Tr) + 
+ (BP Coswm,nit BO Sin wm nt) Sin nO (hl) (180) 
(m,n, =1, 2，…)o 
还 要 提出 ， 当 入 =0 了 时 方程 (118) 有 和 解 一 一 常数 以 及 0 。 第 二 个 解 不 适用 , 因为 洗 
下期 的- 在 第 一 和 情形 , 公式 (120) 共 出 解 : 
ao COs wn ol ta Sin wn,of) dn( KN) 
这 个 解 也 具有 (30) 交 形状 ( 当 %=0 时 ), 所 不 同 的 只 是 当 =0 时 公式 (130) 由 的 
第 二 项 由 于 有 因子 Sin n0 而 等 于 零 。 
现在 只 和 刹 下 要 注 足 初始 条 储 : 


| pe . 
to ~ OD; | Tl, Oo (U31) 


汶 了 这 个 且 的 , 注 ; 到 的 特 解 ,我 倍 可 以 由 下 面 形状 的 二 旺 科 数 米 求 世 


{120) 


Bn COS in nt + On Sin wmnt) CoO0T CO) + 


+ SB osm st Bansin wnt sin 0.Jn CK ) 
Na=1 


a 
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计算 出 : 


各 wmn (on cos wmnt— afdnsin wm,nt) cos ng Tn C7) + 
m=1 


， 
PA mn (Bn CoS wmnt ~— Bn Sin wm, nt) sin nO Tn (KT) » 
=1 


在 这 两 个 公式 中 设 1=0, 根据 (131), 我 们 就 月 必 贾 把 已 知 画 数 91(7, 9) 与 pz(7, 0) 
展开 为 下 面 形状 的 二 重 极 数 : 

Gi(r; O)= | (afDn cosng 十 pasin ng) Jn (KGDY) » 

Wt. (182) 


palrs O)™ SY wm nen cosn0-+ Bn sin n0) Jn (HD) 
mel 


把 8 的 周期 冰 数 pL(7, 0) 展开 为 帘 里 去 地 数 ,我 们 就 有 : 
ir, 0) =- 个 + 忆 (pW cogng+ yd sinng) , 


其 中 
vp- gi(r, 0)cosng ao; 
- (n=0, 1,2,.)o (199) 
vo=l| gi(r, Osin ngap 
TI- 


比 粹 这 个 裘 达 式 与 (132) 中 第 一 个 公式 ,不 难 求 得 : 


P=2 Dato Tk pO DP onTn C7) 
m=l m=1 (134) 


y= 总 BwJa(MP)。 

是 然 条 数 9 中 与 yD 合辑 于 ”这 可 以 由 全 的 才 达 未 133) 看 出 来 。 如 此 ,我 们 
下 到 把 7 的 已 知 商 数 民 开 为 供 本 数 yn(17) 的 碳 数 的 于 汗 一 对 于 四 定 的 。 有 了 
这 些 类 达 式 ,我 们 就 确定 出 对 数 a 与 B, 和 是 所 给 的 问题 加 完全 解决 了 。 

于 是 ,我 们 来 看 如 合 把 已 知 画 数 KK7) 展开 为 下 面 形状 的 坡 数 : 

J(OD= 习 do7n(D。 (185) 

我 们 设 这 梯 属 开 是 可 能 的 ,并 且 可 以 逐 硕 求 积分 ,现在 我 们 只 讽 明 如 何 确定 爱 数 

4mn。 为 了 这 个 目的 ,我 们 证 明 : 画 数 
Tn (M7) » Tn (EBD7) ss Tn ) so 

虹 帮 广 V 丰 欢 性 ,前 其 ; 
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ot, | Tl) Tn (7) d=0o (136) 
- 了 
实际 -上 , 湖 在 方程 (121) 中 ,用 克 呈 与 来 莲 换 好 井 耸 别 用 JR) 枉 罗 9 站 
来 营 换 站, (7)， 就 得 到 : 
7 
2 1 aT (kG) 0M)! 1 i 
dt 0 
2 (Cn) ' 2 ; 
2 7) , 了 i 7) 十 (RD 入 J (enr) =06 | 
第 一 个 方程 条 眉 7JnCX87) ， 第 二 个 生 已 yyJn(kgor)， 相 茂 并 十 0 到 7 对 ， 求 税 
务 , 就 得 到 : 二 
Cp) TEP Ta (ko) rar = 
所 及 
= | Or) Tn (kN) 一 SL a 
) 
于 et). (4), dy Qa JP i 
| MM Tn (hr) — (有 er。 
用 分 部 积分 法 ,我 们 有 : 个 
7) po) rar= 吧 Cn 一 
-| ， dr rn) eh CA ») J 入 
TomD AT 97) FAT) 4 ns. 
ED Wa) rar [ (ED J (0) 7, 站 
间 样 
4 
fag or) ra = 人 Pr) yj (ny) 
Wr) a 1) ey 
-| ee Ge 2 rar—| en a dn raro 3 
外 此 不 难 引 由: 


和 
| Ia) Tn Fr) dr = 


Da er) 
[ TD 


dr 
俯 照 数 多 0, 7 人 的 定义 ,我 个 有 : 
Ta PT) =n 8A) =0, 2 
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由 此 剧 知 , 当 一 ! 时 上 面 号 的 等 式 蕊 有 边 等 二 零 。 册 于 字 在 有 因子 "， 霸 县 当 z=6 
时 dn(2) 与 711(z) 是 有 限 的 ,就 可 以 肯定 ,当下 下 限 "=0 时 有 边 也 等 汗 老 ,但 因 相 7 了 志 
时 4 下 的 9， 由 此 推出 : 


4 
OTP) Th) rar 0, 


两 油 乘 以 Jn(k897) ,和 枉 负 0 到 站 对 7? 求 积分 并 利用 公式 (136), 立刻 就 求 得 : 
| FO TO) rar = | I RO) rey o 
于 是 ,我 们 可 以 识 , 只 要 有 民 开 式 (135) 是 可 能 的 并 且 它 可 以 还 项 求 积分 则 条 数 dm 
由 下 面 的 公式 确定 : 


m= 一 
| CD7) rar 


现在 公式 (183) 与 (134) 检 出 下 面 的 关于 对 效 <G) 与 8 的 天 达 式 : 


t 
3 {otrodsg) rdr 


本 上 
了 =-- 一 = [a0 pr, 0) Jor)rar, 
上 要 Kor)rar an] TS S07) rar A 


了 i 
om 一人 | oilr, 0)eos nT (Pr) rar, 
7| Tg) rar i 
. 


0 pi 0sin ng7i (2 

人 可 TD a [eh ,Osin ng AM) rar o 

利用 同样 的 弄 由 ,可 以 确定 出 洒 数 af 与 69 一 一 只 是 需要 在 上 面 的 公式 中 用 ps 
来 蔡 换 pt 大 把 对 应 的 类 达 式 用 wr,n 除 。 

像 在 矩形 腊 的 情形 似 的 , 贺 形 磷 的 一 般 运 动 是 由 无 穷 多 的 自 有 详 和 振动 粗 成 的 ， 
并 革 同 一 的 舌 开 可 以 对 应 洁 无 委 多 的 不 同 的 节 术 分布 情 形 ; 图 137 上 表示 出 节 线 分 布 
的 一 些 情形 ,附注 有 有 对 应 的 类 化 , 这 里 取 基 本 音 的 肥 率 作 1; 轩 上 还 注 敬 有 图 周 形 节 入 
的 中 径 , 这 些 侍 径 是 以 膜 的 牛 得 为 1 计算 的 ， 

在 任何 的 界 粮 的 情形 ,应 用 富里 闫 方法 时 ,可 以 依据 公式 1106) 分 出 会 辐 子 二 的 因 
子 ,就 引 至 方程 

ot or 


二 一 =0。 (137,, 
D ce 


于 是 需要 确定 出 做 变数 大 使 得 这 方程 有 非 霉 榴 满足 边 值 条 件 (102) 的 解 的 那些 值 以 及 


4.000 4594 2.136 


6 
pa 
2 
/ DS 


2355 2.653 2.918 


图 137， 


这 些 个 解 。 在 愉 前 的 例 中 我 们 是 机 强人 弄 功 学 变量 分 离 的 方法 作出 求 的 o。 在 一 般 情形 
下 不 能 应 用 这 个 方法 就 需要 应 搂 考虑 方程 (137)。 自 然 ， 问题 就 不 能 解 出 显示 的 形 
这 个 间 服 站 解法 以 及 的 糙 果 。 在 三 礁 空 并 的 
长 方 体 的 情形 下 , 头 于 波动 方程 的 边 值 癌 题 像 在 [177] 审 一 样 解决 ,不 过 有 只 是 要 引出 三 
个 变量 的 党 里 埃 籽 数 。 球 的 情形 仍然 要 引用 上 中 蹇 尔 画 数 。 在 第 三 泡 中 我 们 进 仔 和 的 
射 跑 呈 案 尔 玉 数 的 玲 哈 时 将 就 到 这 些 。 
在 解 关 于 乡 灯 空 间 的 波动 方程 的 边 包 问题 时, 所 得 出 的 富里 块 航 数 ,已 的 收 炙 性 
的 详细 讨论 将 在 比 四 爸 里 给 出 < 


9， 鸣 一 性 定理 ”现在 我 们 就 无 界 空间 的 情形 , 当 痊 定 初 始 
条 件 时 ,以 及 存在 有 边 值 条 件 时 来 证 明 波 动 方程 的 解 的 唯一 性 。 
为 了 写 起 来 简单 我 们 算 作 4=1, 这 只 要 在 波动 方程 中 用 对 来 替 
换 了 上 就 是 了 。 为 确定 起 见 , 我 们 取 三 个 自 变 量 的 情形 ,就 是 波动 方 
程 


ED | Ow ; 
BB + BF? We 


并 从 具有 葵 定 在 整个 斑 面 上 初始 条 件 : 


< 


a 
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名 | 一 DZ， 幼 (189) 
的 问题 考虑 开始 。 以 前 我 们 已 经 有 了 芝 个 问题 的 解 [172]。 由 
[172] 中 的 方法 可 以 得 到 这 个 问题 的 解 的 唯一 性 ， 现在 我 们 对 于 
内 一 性 萎 一 个 另 姑 的 证 明 , 宛 可 以 应 用 于 共有 边 值 条 件 的 问题 。 
和 如果 方程 (138) 具有 初始 条 件 (139) 时 有 两 个 解 凤 与 va 旭 盖 
vz 一 应 当 满 足 方程 (188) 及 齐 次 初始 条 件 : 


_Nn. Ou i A 
t=0 0 Ot | to 本 (140; 


需要 证 明 , 对 于 任何 的 2，9) 值 和 和 任何 的 1>>0，%w 都 应 当量 等 于 
雳 。 我 们 考虑 三 维 公 间 (2，9，, 力 ， 在 其 中 取 某 一 点 N (wo，, yy 加) 
使 加 >0。 以 这 点 为 顶点 引 一 个 锥 面 : 

(一 0o)2 二 (一 加 )2 一 (一 如 )2 一 0 (141) 
得 到 与 在 面 扩 0 相交 。 卸 作 一 个 琅 面 寻访 ， 其 中 0<<, 裔 DD 
是 一 个 三 杂 的 区 域 ,以 上 述 的 锥 侧面 工 以 及 出 现在 这 个 锥 之 内 的 
部 分 平面 1=0 与 i= 碳 为 界 (D 是 鹤 锻 )。 不 难 蛤 证 下 面 这 个 简单 
的 恒等式 : 

人 D2, 2 2, 2 2 
We 3 a + 二 2) + 全) ] 
人 

把 它 的 两 边沿 上 述 区 域 D 求 积分 。 左边 的 积分 应 当 等 于 雾 , 因 
为 入 是 方程 (188) 的 解 。 利 用 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 可 以 把 右 
边 的 积分 变换 为 治 区 域 也 的 界面 的 积分 ; 


J 二 (到 ) + 让 人 站- 


Ou - Ou 
2 Bw os Kn, 2) 25 太 下 woog (n, Wa (143) 


根据 (140) , 在 截 锥 也 的 下 底 上 , 黎 数 及 其 所 有 的 一 阶 偏 导数 都 


| =9(2,9); 
t=0 


824 a 


等 于 在 ,于 是 沿 - 下 底 作 的 积 分 (143) 等 于 雾 。 在 上 底 cn 上 ， 我 们 有 
cos{(n, 7) =C0s(n, Y) =0; cos(n, f) =1, 
在 锥 的 侧面 蔗 法 线 的 方向 余弦 满足 关系 式 : 
cos?(n, t) 一 c0s2(m 2) 一 C0s2(0 y) =0, 
于 是 沿 着 合作 的 积分 (143) 可 以 写成 下 面 的 形状 : 
a 人 和 seos (n, t) S08 (n, | + 
Ou 
+|[ 党 Cos (nN, 1 一 Secos(n, 人 fw， 
我 们 最 后 得 到 ; 
人 各) (号 ) 全) jw-o， 
在 遇 面 上 os ) >0, 于 是 推 知 J>0, 所 以 : 
(人 (各 (和 站 aa 
由 此 推 知 , 在 以 六 (zuy 名; io) 为 顶点 的 整个 欠 体 的 内 部 ,在 所 有 的 
点 画 数 么 的 一 阶 偏 导 数 等 于 零 ， 因此, 画 数 尺 本 身 是 常数 。 根据 
(140) 在 钾 底 上 它 等 于 雳 ,于 是 推 知 ,在 点 久 , 4 也 等 于 孝 。 上 面 所 
设 的 唯一 性 定理 的 证 明 不 难 推广 到 关于 方程 (188) 的 边 值 问题 的 
肖 形 。 裔 给 定 了 初始 条 件 及 关于 平面 (%, y) 上 某 一 区 域 'B 的 界 
线 ! 的 边 值 条 件 ， 要 求 方程 (138) 在 区 域 .上 的 解 。、 以 B 为 底 作 
一 个 柱 面 , 使 它 的 生 线 平行 于 上 翰 。 这 柱 面 上 每 一 个 点 对 应 于 区 
域 上 一 个 确定 的 点 以 及 一 个 确定 的 时 刻 t。 裔 在 区 域 上 我 们 
有 有 雳 初始 条 件 ,并 识 在 区 域 B 的 界线 ! 上 我 们 有 章 次 边 值 条 件 : 
1=0, (144) 
我 们 求证 明 , 在 上 述 柱 面 的 所 有 的 点 ,而 数 % 等 于 脖 。 取 这 样 
一 点 玉 并 过 这 点 作 一 个 锥 以 和 LL) 。 设 了 是 界 于 这 个 欠 的 侧面 、 上 
进 柱 面 以 及 平面 ;=0 与 寻 右 之 阅 的 区 域 。 再 把 恒等式 (142) 的 
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两 边 沼 这 个 区 域 求 积分 。 以 前 的 公 部 理由 都 有 效 , 只 是 在 右边 出 
更 有 沿 桂 面 的 积分。 只 要 这 个 积分 等 于 堆 , 则 上 面 的 唯一 性 定理 
的 证 明 信 玫 有 效 。 在 沿 杆 面 的 积分 中 , 稚 积 丁 数 与 积分 (143) 的 物 
积 面 数 休 同 。 不 过 在 柱 面 上 我 们 有 cos(n, 人 =0， 此 外 ,并且 在 这 
村 面 上 -名 .=0。 后 面 这 个 等 式 是 由 下 壕 事实 直接 推出 的 :性 面 上 
的 点 代表 在 不 同 的 时 刻 + 的 界线 ! 上 的 点 ,而 在 界线 ! 上 对 于 任 
何 的 + 我 们 有 边 值 条件 (144) 。 如 此 ,在 整个 柱 面 上 积分 (143) 的 
被 积 丙 数 等 于 震 , 于 是 上 面 所 庆 的 叭 一 性 定理 的 证 明 ,对 于 边 值 和 
题 义 述 时 ,也 完全 有 效 。 妊 明 唯一 性 定理 时 ,我 们 全 狂 求 (142) 右 
边 的 表达 式 沿 区 域 D 的 积分 ， 并 且 应 用 了 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 
式 。 只 要 我 们 假定 页 数 有 直到 二 阶 的 速 秆 导数 ， 并且 它们 在 区 
城 力 内 保持 有 界 ,这 些 运 算 就 是 完 双 合法 的 。 
上 面 我 们 提 到 过 ,在 研究 有 实际 意义 的 问题 时 ,会 产生 引入 所 

形 广 义 信 的 必要 性 。 在 第 四 管 里 我 们 证 明 , 唯一 性 定理 对 于 这 类 
更 广泛 的 广义 解 也 成 立 。 

180， 富 里 埃 积分 的 应 用 ”现在 我 们 在 直 炎 的 情形 对 于 中 无 界 区 域 2 二 0 来 几 卡 
波动 方程 


2 O24 5) 
Br 0 
这 个 方程 具有 逢 始 条 件 
WP 全 -ma (20) (146) 
以 及 边 什 条件 , 
Ww0=0o (147) 


用 -166] 中 所 讲 的 方法 不 难 解决 这 个 癌 是 。 实际 上 , 只 要 依照 奇 剖 数 的 规律 把 痊 
定 在 区 地 (0,， 十 %) 上 的 两 数 9 (7) 与 ol (2) 延 粮 到 区 问 ( 一 oo, 0) 上 , 然后 再 应 用 关于 
无界 嘴 的 公式 (17)。 在 这 公式 中 访 z=0, 我 俏 得 到 : 


0 -2 一 人- 束 I pi(:) ds, 


册 守 (15) 与 91(02) 的 延 闭 的 奇 性 , 这 两 项 者 等于零 ,所 以 演 值 条 件 殉 实 消 是。 
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在 5167] 中 看 到 ,考虑 到 边 值 条 件 应 用 富 虽 块 法 时 引 至 下 面 形状 的 解 : 
4 一 (4cos akt 十 好 Bin ai)sin kro 
因为 浸 有 第 二 个 边 值 条 件 , 所 以 大 变数 大 的 所 有 的 值 都 是 被 克 许 的 ,就 是 疏 , 中 元 
办 下 可 能 布 的 频率 大 是 完 完全 全 的 。 准 代 我 们 在 [167] 中 应 用 过 的 俯 太 的 各 别 的 值 求 
利 ,在 这 情形 下 ,我 们 应 当 对 属 谈 数 天 求 积 分 ,自然 要 算 作 -4 与 是 的 栈 数 。 如 此 ，、 
我 们 得 到 : 
uw) =| [CCDeosakt 十 BCUDsin art] sin ks dp (148). 
前 数 4(4) 与 (有 ) 应 当 由 彻 始 条 件 (146) 来 确定 。 它 们 栓 出 : 
v0)=1" (Dasin kz ct; 
Se (ttoh 
p17) = 中 BCDasin kr dko 
比较 这 两 个 公式 只 及 关于 奇 夯 数 的 富里 块 公式 


790=L1 | #60sn ata] sin gs da, 
我 科 就 确定 出 函数 4() 与 BKA): 
A = psin ya; 
BO)= = 二 pit sin peas, 
代 大 到 公式 (148) 由 就 得 到 这 个 问题 的 解 : 
urs 0=3 eesantt Borsin ot] sin We gin jad}at, 
或 者 ,注意 稚 积 前 数 作 为 的 卫 数 是 偶 画 数 : 
urs D= Bf] [eeosartt B pie)sin a | sin x ds! sin ys dto 
在 9( 加 与 (7) 是 罕 池 数 的 条 件 下 ,利用 富里 泌 公式 ,不 难 相信 ,这 公 式 的 有 边 与 


公式 (17) 的 有 边 全 同 。 


。 完 全 类 似 的 可 以 潜 虑 方程 
OW gf Om On 
+ 六 ) 


关于 全 平面 y 之 0 的 边 值 间 题 , 它 具 有 边 值 条 件 


lya0=0 (150) 
以 受 任 何 的 和 和 始 条 件 : 
CD (151) 


(~%o<r<+%0 Yy>0)。 
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在 把 西数 g(x 分 与 91(X, y) 依 变 量 y 作 奇 性 延 扩 到 区 阅 ( 一 o0, 0). 上 的 条 件 下 ， 
不 难 验 证 ,公式 (80) 就 输出 这 个 问题 的 解 。 实 际 上 , 当 y=0 时 , 公式 (80) 的 第 一 项 可 
以 写成 下 面 的 形状 : 


1 Fe ey g(a, 8) 


Era zat 日 -va 一 (x 一 芒 2 pe 


a8] du， 


对 学 任何 的 2 与 1, 里边 的 积分 等 也 需 , 因 为 被 积 丙 数 是 8 的 雁 丽 数 。 完 全 类 似 的 , 公 
式 (80) 的 第 二 项 也 等 于 震 ， 所 以 实际 上 满足 条 件 (150) 。 对 于 所 考虑 的 这 个 问题 也 可 
以 应 用 窗 里 埃 法 ， 这 就 要 利用 富里 埃 积 分 求 琢 示 两 个 变数 的 两 数 。 哮 诈 用 这 样 的 方法 
所 得 到 的 解 与 由 公式 (80) 所 确定 的 解 的 全 同 ， 是 比 在 直 匡 的 情形 轩 为 艰巨 的 。 守 全 类 
似 的 ,可 以 在 中 空间 :之 0 当 具 有 边 值 条 件 vs-o= 0 时 考虑 波动 方程 。 在 无 界 的 情形 ， 
只 有 初始 条 件 时 ,对 于 波动 方程 的 解 也 可 以 应 用 富里 块 法 。 不 过 应 用 富里 埃 法 比 我 们 
以 上 用 的 方法 会 引 至 较 复 林 的 计算 。 


$ 18， 电 报 方程 


181， 基 本 方程 ”以 上 讨 共 的 两 种 方法 :特征 线 法 ( 达 朗 悦 尔 ) 
与 苇 波 法 ( 窗 里 埃 ), 可 以 有 效 的 应 用 于 电报 方程 的 讨论 ,这 个 方程 
在 沿 着 电 纺 的 似 稳 电 拨 动 的 传播 理论 中 有 基本 的 作用 。 
设 有 由 一 来 一 往 的 导线 ! 钥 成 的 线路 。 我 们 算 作 沿 着 整个 姑 
路 均匀 分 布 的 有 依照 单位 长 计算 的 欧姆 电阻 五 , 自 威 工 ,电容 性 
以 及 息 各 电源 4, 这 个 情形 与 我 们 在 [I, 1811 中 所 讨论 的 不 同 , 壮 
时 电阻 , 自 威 与 电容 是 集中 在 线路 的 几 个 各 别 的 点 的 ,而 在 线路 的 
其 余部 分 我 们 忽略 不 计 。 用 与 来 妃 在 线路 的 距离 一 端 2=0 
为 z 的 断面 处 的 电动 势 与 电流 强度 。2Y 与 夸 的 这 两 个 画 数 由 两 个 
微分 方程 速 系 着 ,我 们 现在 引出 这 两 个 方程 。 
对 于 线路 的 单元 dx 应 用 感应 定律 , 我 们 应 当 写 成 , 在 这 哩 元 
上 上 的 电动 势 降落 
Ov 


4 一 (9 十 加 ) 一 一 0 一 一 cd 
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是 南欧 旭 电 阻 与 自 威 所 产生 的 Rdz 必 与 Ldz 2 形成 的 ,用 加 除 
就 得 到 
Ov Oi ， 
本 + 本 =0。 (1) 
再 考 ,在 进入 与 穿 出 单元 dz 的 两 点 章 的 电流 强度 菜 
i (rd) = d= — ds 


是 出 负 哉 电流 Cdz32 与 电 汤 电 流 4dz,a 形成 的 ,这 就 答 出 


Di Ov ee 。 
gr tO 可 十 40=0。 人 2) 


在 线路 的 两 端 应 当 满 足 的 边 值 条 件 具有 很 重要 的 意义 。 如 果 
线路 的 出 是 开 的 ,加 在 这 端 我 们 应 当 有 
j=0。 ( 当 g=0 或 %=1 时 )。 (8) 
一 般 证 来 , 如 果 在 线路 的 一 端 是 由 外 电动 势 且 , 电阻 7 与 自 
威 入 关 明 的 , 旭 在 这 端 我 们 应 当 有 : 
v= 加 mi+ 和 A 四 ( 当 w=0 或 w 一 1 时 )。 (4) 


特别 是 ,例如 ,如 果 一 端 &=0 受 有 电 渤 势 五 的 作用 ,而 另 一 奖 
4=! 短路 封闭 ,我 们 就 有 
vz-0=B, 9 rz- 一 0。 (5) 
182. 稳定 过 程 ”我 们 先 就 稳定 过 程 谈 一 谈 , 设 作用 在 线路 上 
的 外 电动 势 ( 1 ) 或 者 是 常量 , (2 ) 或 考 是 正 蓄 量 ,在 第 一 种 情形 我 
们 算 作 4 与 2 不 依赖 于 
工 在 第 一 种 情形 下 ,方程 (1 ) 与 (2 ) 藉 册 


.4 Ri=0, 和 二 4 0。 (6) 


由 第 一 个 方程 求 导数 并 注意 第 二 个 方程 ,就 得 到 
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» _ RAv=0, (7) 
依照 区 庆 中 所 区 的 方法 立刻 可 以 确定 出 本数», 我们 求 得 : 
1(2) = O10 O00?, (5) 
其 中 b= RA, 
确定 了 再 由 ( 6) 中 第 一 个 方程 就 求 得 必 
i@) = 二 吧 = -名 (O17 -01)。 (9) 


例 在 线路 的 一 端 受 有 常 电动 势 五 的 作用 ,而 在 另 一 端 短 路 封 队 的 情形 我 全 有 条 
件 (5), 册 这 个 条 件 可 以 确定 在 公式 (8 ) 中 出 现 的 任 注 常数 。 
C1+C2=E; O10W+ C0 0, 


i Ee-% et 

由 此 OPT "a 
代入 到 公式 (8 ) 中 就 得 到 : 

eb(1-7) — -bll-m) shb(l—w 

v= BF OS ) ， (0 
于 是 公式 (9 ) 给 出 
4 chb(—7) 
DEVE ° do 


2. 现在 融 在 线路 上 有 周期 固定 为 几 的 正弦 基 的 外 电动 势 的 作用 ; 这 时 我 个 可 以 
价 在 -T,， 1804 中 所 作 的 一 样 由 实际 的 物理 量 烛 变 为 矢量 , 并 把 蝇 近 振动 了 解 为 线路 .上 
电 汰 导电 动 势 的 同 周期 所 的 正 辟 量 的 振动 - 回忆 [IT,180 中 的 法 划 , 引 用 电波 矢量 了 她 


电动势 矢量 7, 在 所 考虑 的 情形 下 ， 它们 优 辑 于 z， 我 全 可 以 把 德 分 方程 (1) 与 (2) 
改写 为 下 面 的 形状 : 
人 TCRHioDIc0 人 -CHioC)P 一 0 U1 
由 第 一 个 方程 对 x 求 导数 并 利用 第 二 个 方程 ,消去 了 就 得 到 : 
(BiwL) CA+ioC) V=0, 


不 难 证 明 , 对 于 了 可 以 得 到 完全 同样 的 方程 。 
因而 ,了 与 玉 是 同一 个 二 阶 微 分 方程 的 解 。 上 应 用 [5277 中 的 方法 并 规定 
(RFiwL) (4+iw0) = 


Gu 
混 
Ey 


y= 4aexr 十 se-xz， {13) 
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其 中 441 与 4 是 任意 常 矢 量 。 代 入 到 (11) 的 第 一 个 方 稳 中 ,就 确定 出 矢量 
1 ay_ /Ariwo 


me EAT 人 14 
i a Rr A)s (14) 


I= 

为 了 激 研 解决 这 个 问题 ,还 应 当 确 定 出 常 矢量 4 与 42, 这 可 以 利用 两 个 边 值 条 
件 来 作 ( 自 然 这 里 不 必 谈 初始 条 件 ， 并 县 符 代 对 于 每 一 问 分 别 答 一 个 备件， 世 可 以 对 
溯 司 一 端 答 两 个 条 件 , 俐 如 , 欠 出 电动 势 和 气量 与 电流 关 蝶 。 

无 务 如 何 , 公 式 则 8) 与 (44 殉 定 出 强迫 振动 矢量 ， 泥 全 侠 棚 于 六 就 是 说 , 沿 着 三 
路 振幅 与 可 都 改变 。 把 每 一 个 矢量 CH-TnD 用 复 变量 平面 十 的 点 求 才 示 并 抬 “ 由 日 改 
变 到 1, 对 于 六 与 了 就 得 到 两 条 曲线 一 一 电动 势 与 电流 的 和 其 辐 。 确 定 这 两 条 曲线 
时 ,一 般 识 来 ,应 当 把 % 了 解 作 是 复数 ,说 


我 们 就 有 : 
Ve A (cos brtisin ta) Ase-ar (cos br—isin br)o 
有 边 的 每 一 项 纵 出 一 条 螺 炉 5, 183]， 由 这 两 条 姨 灿 用 “几何 祖 加 ”的 方法 就 得 人 
了 3; 曲 烽 忆 上 对 应 和子 z 的 任何 一 个 值 的 点 的 矢 径 , 就 等 于 这 两 条 螺 线 上 对 应 也 的 同 
一 个 值 的 点 的 矢 径 的 几何 和 ,对 对 矢量 了 可 以 同样 来 作 。 引 进 因子 


(15) 
宅 叫 做 滤 归 ,关于 玉 与 工 的 表达 式 就 可 以 写成 下 面 的 形状 
V= Lerz+4oxrrer3i 1 二 (Lerez- dz。 (16) 


因果 我 们 由 矢 显 形 式 蒜 换 为 普通 形式 , 那 末 ,关于 未 知 图 数 4 与 i 就 得 到 下 六 形 

状 的 玫 过 起 : 
ve=T (rsintot+y (72) i=1(2)gin[Lwtx(r)], (17) 

它 锣 验 出 与 外 力 同 周 期 ww 的 调和 振 济 ,其 中 振幅 三 (o) 与 TGz) 以 及 相 y(z) 与 x(X) 都 
债 闻 于 所 考虑 的 炉 路 的 断面 的 位 置 。 一 

3， 元 端 受 有 正 疏 是 的 电动 势 的 作用 只 一 电 是 开 的 帮 路 。 把 在 端点 2=0 的 已 知 
电动 势 矢 量 记 作 Yee 除 方程 ( 革 ) 外, 我们 还 有 边 值 条 件 : 

Tolz<-o=TYo Tc 一 0 
根据 公式 (16) , 宅 们 焰 出 : 
AitAs= Vo; Axe-*i~ Aiexi=0, 

解 这 两 个 方程 并 代入 到 方程 (16) 中 ,不 难 求 得 : 


a ch x(1—7). Vo .shx(l~?) 
Ve chx I Po 


当 z= 0 时 ,我 俩 得 到 在 点 “一 0 的 复数 电阻 : 


wr 
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人 ch 
or sha° 


183. 暂 态 过 程 现在 我 们 来 比较 在 同一 个 线路 中 受 有 不 了 辣 
的 外 在 因素 的 作用 时 的 两 种 强迫 振动 的 型 态 ,我 们 用 番号 (1) 与 
( 芽 ) 来 记 这 静 种 振动 。 把 振动 型 态 (1) 的 电动 势 与 电流 记 作 “ 
与 全, 型 态 (II ) 的 同样 的 量 记 作 wo 与 为。 . 

如 果 我 们 突然 改换 外 在 的 条 件 , 把 使 振动 (I) 在 进行 的 条 件 
换 成 应 当 得 到 型 态 (II ) 的 条 件 , 普 时 系 议 并 不 立 列 由 (I ) 变换 
为 (11) ,而 在 多 多 少 少 的 一 个 长 期 的 时 间 区 间 , 理论 上 沿 这 个 区 及 


“可 以 是 无 和 的 , 但 实际 是 有 限 的 , 在 线路 中 发 生 自由 振动 (或 量 坟 


的 ), 这 个 振动 我 们 用 电动 势 4 与 电流 的 大 小 来 表现 ,并且 我 们 
将 算 作 在 转换 过 程 的 时 间 中 , 线路 的 状态 是 由 状态 (II ) 与 这 自由 
班 尼 振动 相 加 得 来 的 ,就 是 说 ,转换 过 程 中 电动 势 与 电流 由 下 面 的 
利 米 确定 ; 2 
Vs 和 十; 名 十 和 (18) 
当 1=0 时 ,就 是 在 转换 过 程 开始 时 ,这 两 个 和 应 该 是 与 入， 

夯 数 4 与 4 应 当 满足 [1811] 中 的 微分 方程 (1 ) 与 (2 ) 以 及 边 值 条 
件 (3 ) 或 (4 ) ,这 要 小 在 两 端的 条 件 ， 此 外 ,它们 还 应 当 满 忠 下 面 
形状 的 初始 条 件 : 

vlc0= (V1— v2) | to 一 9(C); 

站 本 信人 和 l= fhe) ao | 


我 们 不 直接 米 求 未 知 巩 数 " 与 外， 而 通过 一 个 新 的 未 知 画 数 
ww 来 表达 它们 ,为 此 我 们 设 : 


v2 


(19, 


— 0%. 
Oz ° 


@ 引进 因子 WE 是 为 了 简化 以 下 的 计算 的 。 
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ht 2 ) 痊 出 : 


Ow Ow ef， Ow -a 
+0 Ra tA om Bm\ito -a + 4w)=0, 
由 此 i+0O -40 一 o， 


共 中 “。 不 依赖 于 x, 我 们 可 以 算 作 一 0， 这 并 不 失去 一 般 性 , 因为 
对 于 ww 可 以 加 上 不 依赖 于 «的 任意 一 项 ,这 并 不 改变 v= -52 。 
于 是 我 们 有 : 
v= 0 , j= 00 — Aw, 420) 


满足 方程 (2 )。 把 (20) 代 入 到 方程 (1 ) 中 ,就 得 到 画 数 w(%, 四 应 
当 满 足 的 方程 ,就 是 : 


筷 (32 )- 工 号 (oh 如)-R(o -a +Aw)=0, 
或 
-0.3 人 一 (L4+RO) OE -RAw=0, (01) 
这 个 方程 叫做 电报 方程 。 


为 要 简化 这 个 方程 , 我 们 依照 下 面 的 公式 引用 一 个 新 的 未 甸 

古 数 wy 人: 
wo) 四 一 ev(oy 昌 ， 429) 

并发 法 选择 常 因子 几 以 使 得 在 方程 不 含有 -5% 的 项 。 求 导数 大 消 
去 0 就 得 到 : 

Ou 
如 -Ou-24 性 + 名 )- 

a 名 )-RAu=0， 


于 是 对 于 这 个 线路 的 方程 只 须 依照 下 面 这 条 件 来 选择 A; 
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2uLO— (LA+RO)=0, 


站 
三 Ee (23》 


Ou _ 1 Ou ,so D4 
WJ a To, 4 
i pho 
先 取 》 可 以 忽略 不 讨 或 是 它 恰好 等 于 雾 的 情形 ,也 就 是 
R_ 4 
节 = 铝 。 (25) 
在 这 情形 下 
n= 于 ， (26) 
我 们 设 
-六 = (27) 
关于 以 就 得 到 以 前 讨论 过 的 方程 : 
Om O21 
B® Ba 28) 
它 的 一 般 解 是 [164] ; 
uw, P=0(8—at) +0(2+ot), (29) 


党 数 0 一 -7 粮 出 沿 闭 电 简 扰 动 的 会 播 这 麻 。 公式 (22) 袜 出: 
wv, t) =ert[0 (2—at) + (s+at)l, 
是 后 由 公式 (20) 得 到 : 


vz, t) AC 十 多 (z 十 of)]， 
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dv, t) 0 2 Aw est [一 cb (wv—at) + 


Fa0bs (vtat) — nC0 (sw—at) — nC0(r tat) + 
+Ad (gw—at) + A +at)] =aC0e {0 (gs— at) — 0 (stat)], 
因为 根据 (26) 与 (25) ， 有 显然 xC=4, 于 是 后 面 几 项 相 消 了 。 交接 

引用 西数 
G1(2) 一 页 (2 9a(2) 一 的 () 
来 代 殖 任意 画 数 六 和 几 比较 方便 些 , 于 是 糙 果 得 到 关于 与 十 的 
下 面 形状 的 表达 式 : 
vr, =ert[g (sot) + p(t+ot)], | 


gz 月 一 和 [pi(z 一 0 ~ paletad)], 


(30) 


为 简短 起 见 , 这 里 设 = 2 这 就 是 我 们 以 后 要 利用 的 表达 式 。 
夯 数 p1(%) 与 gz(z) 要 由 初始 条 件 (19) 来 确定 ,它们 葵 出 : 


P12)+ am) =98); pit) — p28) =h(8), 
由 此 


Pro) = FM), pole) = RD 。 (31) 


和 如果 隙 数 g(2) 与 Cw) 或 省 p1(2) 与 p92(2) 在 整个 区 于 (一 oo， 
十 se) 二 是 已 知 的 ,这 个 问题 就 算是 解决 了 ;可 是 事实 上 ,它们 只 在 
区 上 内 (0, 站 上 是 已 知 的 , 因而 为 要 利用 所 得 到 的 解 ， 就 需要 把 它们 
延 各 到 这 区 疝 之 外 。 这 可 以 像 在 强 的 情形 中 似 的 借助 于 边 值 条 件 
来 作 , 这 里 ,这 个 延 标的 物理 意义 无 非 是 由 线路 的 两 端 产生 的 波 的 
一 种 或 他 种 形状 的 反射 。 

所 得 到 的 解 (30) 对 应 的 现象 就 类 似 于 以 前 我 们 在 弦 的 情形 所 
诗 葵 的 现象 。 这 里 我 们 有 两 个 波 , 正 的 以 及 反 的 ,它们 达到 两 端 
时 , 役 反 射 回 来 。 与 弦 的 情形 所 不 局 的 是 有 因子 e-“ 存在 ,这 个 因 
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子 随 着 时 间 水 渐 下 降 , 而 引起 振动 的 阻 尼 , 指 数 是 阻尼 的 对 数 指 
标 , 它 您 大 时 下 降 的 仿 快 。 
184. 例 如果 一 端 z= ! 是 开 的 , 则 根据 (30) 由 条 件 


ts 
得 到 9a(! 十 d0) 一 PHC 一 0 
或 者 用 z 蓉 换 at 
Pallt7) = p10 ~ 7), 
就 是 禹 ,在 这 -一端 , 波 的 反射 保 捷 太 小 与 然 号 都 不 变 , 因 为 丽 数 pa(z) 是 本 数 mi (的 从 
延续 。 当 然 , 如 果 点 ze=0 是 开端 , 仿 会 得 到 同样 的 烙 果 。 
如 果 在 一 旱 “= 短 赂 封 限 ,就 是 讽 


Vig=!l=0, 


二 注意 (80) 并 用 x 鞭 换 aty 就 得 到 : 
pallto) = — 01(1~2), 
以 下 的 延 粮 像 奉 于 的 情形 一 村 
1， 在 模 路 前 开端 加 入 一 个 里 率 为 w 的 变 的 油 和 电流 。 我 们 在 [182] 讲 过 的 频 素 
为 w 的 笛 和 振动 
wep (osinLott p(s)]; 如 =TCo)sin[ot 十 X(z)] 
就 对 应 于 苦果 的 稳定 状态 (IDD)。 
如 果 在 开通 的 线路 上 不 加 入 什么 ,出 我 个 有 ; 
V1=0, 
=06 
所 以 ,根据 公式 (19), 彻 始 条 件 是 : 
vt-o= rosin yo=0(a， 
ili-o= —1(2)sin x(o) = hs)o 


边 值 条 件 如 下 :在 开端 x=1 应 有 : 
让 ee 一 0o 
在 号 -- 端 zZ= 0 我 依 频 当 算 作 
viz-0=0, 
因为 在 考虑 暂 态 过 程 中 ,我 们 的 兴趣 只 艳 对 由 具有 频 玉 为 " 的 吕 迫 据 芭 的 半路 的 彻 始 
条 件 的 不 同 所 发 生 的 振动 。 我 们 依照 公式 (3) 来 确定 画 数 91(7) 与 92(2) ,然后 在 山 
点 X=? 作 贷 性 延 纺 , 让 端点 +=0 作 奇 性 延 护 。 
2， 我 们 考虑 在 和 始 条 伯 
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ttso= ~ E; ilto=0, 
世 中 吾 是 澡 数 ， 雇 及 边 值 条 件 
Virn=0; 1 ral=0 
下 发 生 的 阴 足 过 程 。 公 式 531) 给 出 


、 E 
p10) p= 一 


(0-<w<7), 
而 光 边 人 条 件 我 个 得 到 

OP 一 人 一 一 fa 人 91( 一 站 一 (十 站 ， (32》 
由 此 看 出 ,由 Pp1(2) 作 介 延 缠 得 到 在 区 加 (1, 21) 上 的 te(z) , 由 war) 作 奇 延 祖 得 到 从 
区 加 (一 0) 上 的 91(7) ,就 是 强 


FE 
ra(D= 一 入 (0<z<30)， 


二 〈-I<z<0)， 

Pi(7)= . 到 (O022D), 

在 (82) 的 第 二 个 方程 中 用 《+ 疏 米 凌 换 z， 并 由 所 得 到 的 等 式 与 (32) 中 第 一 个 等 
式 比 较 ,就 有 : 

P22 tT = ~ p27), 
间 样 不 难得 到 : 
i212) = -91(-7), 

就 是 强 , 函 数 P1(?) 与 gs( 当 变量 加 上 上 21 时 改变 符号 ,于 是 它们 的 周期 是 和 

俯 据 侈 部 报 述 ,不 难看 出 , 冰 数 pl(z) 与 92(7) 全 同 而 具有 如 图 138 所 示 的 贺 形 。 


X 


‘ 


Wi -2 0 7 RM 


图 ”188. 
为 要 得 到 ， 与; 的 什 , 我们 以 速 庭 @ 向 左右 移动 这 个 图 形 ,对 于 取 办 朱 标 的 个 
和 弛 以 全 4， 对 于 1 到 纵 符 标 的 华 差 浴 以 上 -1。 

139 上 过 东 出 在 一 端 x=! 电压 的 图 形 ,其 中 对 于 
自由 插 动 + 加 上 了 稳定 的 一 B。 字母 *= 和 到 自由 
振动 的 周期 。 

如 果 在 一 端 z= 1 加 入 欧 姓 电阻 入 自 感 4 以 及 电 
容 yp 则 条 体 (4 ) 输出 把 醒 数 92(z) 延 搜 到 区 间 (1 27) 
图 19. 上 的 关系 式 : 


V+ A 
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emot-ad) tal) 3- [rot Eo) -p24aD)] C33 


如 果 在 变量 中 用 z 求 换 芝 af， 旧 它 就 是 用 以 确定 未 知 状 数 
Gr) =pal Ht) (0 20) 


的 微分 方程 。 
利用 在 另 - 端 2=0 的 边 值 条 件 , 对 于 把 1(7) 延续 浏 区 阅 ( 一 1, 0) 上 锡 情形 我 个 
会 得 到 类 似 的 糙 果 。 


3. 在 x=! 一端 员 加 入 欧姆 电阻 7 。 这 时 等 式 (33) 要 换 成 下 面 的 形状 : 


eet[or(-aD tpalltad)]= 7 [1 一 4 ~ gal!+9!)], 


由 此 ,引用 z> 和 敬 代 ct 就 确定 出 paC 十 7 


Pa 十 2) 二 491Q 一 让 ， 其 中 4= 2 了 (3b 


nite 
如 此 ,在 这 情形 下 , 波 在 z= ?一端 反 身 时刻 弱 以 因 闻 9 显然， 1 就 是 股 
波 的 约 对 值 减 小 ,于 是 发 生 吸 收 。 当 mi 一 “时 ， 这 个 因子 竹子 窍 ， 于 是 玫 生 站 的 守信 吸 
收 : 当 疡 = 时 ,因子 4= 二 于 是 我 们 得 到 的 波 的 反射 没有 改变 ,这 X 是 可 以 想到 的 ， 轩 
为 这 个 情形 就 相当 于 开 的 (未 是 阴 的 ) 线 路 。 
用 这 样 的 方法 把 p2(z) 延 粮 到 区 图 (1, ?1) 上 ,并 用 对 应 的 方法 拒 IC 延 轩 到 区 间 
(一 0 上 ,再 依照 公式 (39) 就 把 p2(?) 延 李 到 区 并 (2/, 31) 上 , 低 此 类 推 。 

这 时 自然 我 们 得 不 到 周期 部 数 , 状 且 如 果 .7 …1, 姑 当 身 灶 反 出 时 就 发 生意 水 您 
的 吸收 。 如 此 , 当 这 0 时 图 数 pa(z) 就 被 确定 了 , 当 xz< 7 时 崩 数 p1() 就 确定 了 ; 
这 正 是 我 们 所 需要 的 ,因为 81(7) 与 Y2(7) 所 依 天 的 两 个 变量 (I 一 4 四 与 (Y 十 a 候 恰好 适 
合 这 两 个 不 等 式 。 


185. 推广 的 弦 振 动 方程 ”我 们 就 S= 0 这 特殊 情形 考虑 过 了 
电报 方程 。 在 转型 一 般 情形 之 前 , 我 们 现在 先 讨论 推广 到 线性 情 
形 的 波动 方程 : 


6% 和 9 六 到 
Se 十 oa -十 Ce 5 十 Gay (35) 


其 中 第 一 个 系数 0? 我 们 算 作 是 正 的 ， 站 余 的 可 以 有 任何 的 符号 。 
我 们 由 公式 


V= Fh, (36) 
引用 新 的 未 知 汞 数 入 来 奉 代 v, 像 上 面 一 样 , 我 们 赴 明 , 总 可 以 选 
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择 数 a 与 8 使 得 没有 含有 一 阶 偏 导 数 的 项 。 将 表达 式 (36) 代 入 到 
方程 385) 中 019 再 合并 相似 项 ,就 引出 方程 : 


人 + (Ci 十 2c26) 如 二 (cs 一 2a) a 


十 
十 ed 


访 a= 学 ; B= 一 她 9， 就 得 到 下 面 形状 的 方程 : 


(37) 
洪 中 系数 所 可 能 是 正 的 , 也 可 能 是 负 的 , 就 是 说 , 我 们 应 当 算 作 6 
或 者 是 正 数 或 者 是 虚数 。 
我 们 对 于 无 劣 的 且 轴 来 解 方程 (37) ,使 有 初始 条 件 
zi-o= 一 0; 一 of(w)。 (38) 


Bu | 
元 | 

将 代 由 公式 (37) 与 (38) 所 确定 的 这 一 个 问题 ,我 们 来 戎 虑 由 
下 面 的 方程 以 及 初始 条 件 所 确定 的 另 一 个 问题 : 


O20 af O%W | O20 
EE \ drt By) 89) 


Wt-0=0; =w(w) es, (839,) 


-2u 
” 有 | 
依照 [172] 中 公式 (80) ,可 以 直接 写 出 这 个 问题 的 解 : 
> pd w (a) edaadB 
wiw, y, zj CE 
共 中 Cat 是 以 (2, 阴 为 心 、ai 为 件 径 的 图 。 引 用 新 的 变量 a'=a 一 % 
与 8'=B~y 来 奉 代 a 与 8， 把 上 面 写 的 二 重 积分 变换 为 沼 以 原 
点 为 心 、9i 为 第 径 的 图 0 的 二 重 积分 : 
本 (B10 yp! 
ww, Yt) = | wa' Fw)e Wa aB 


pe AM das—6 
Cae 


总 
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或 者 ,把 e 站 提 到 积分 号 之 外 ,可 以 写成 : 


(0y 2 月 一 egu(o， 人 )， (40) 

其 中 第 二 个 因子 
Ww (a + ww) Bae doa'dB’ 
wo, =a)| i (40 


Car 
显然 已 痉 不 依赖 于 y。 我 们 证 明 , 表达 式 (441) 就 是 我 们 的 根本 的 
问题 的 解 , 就 是 说 , 它 满足 方程 (87) 及 初始 条 件 (38) 。 实 际 上 ， w 
满足 方程 (39;) ,把 表达 式 (40) 代 入 到 方程 (839) 中 , 消去 ef 之 后 
就 得 到 关于 的 方程 (37) 。 由 关于 包 的 初始 闪 件 (39s) 及 公式 
(40) 可 以 直接 得 到 关于 习 的 初始 条 件 。 于 是 公式 ( 红 ) 给 出 方程 
(87) 的 满足 初始 条 件 (38) 的 解 。 现在 我 们 把 这 公式 右边 的 表达 式 
变换 为 另 一 个 形状 。 

把 沿 Cu 的 二 重 积分 化 为 两 次 积分 
vlw, t) = 


1 上 人 a a poate a 


Bora -Vi M at — 2 B' 
在 里 边 的 积分 中 , 依照 公式 6B'= Vea-azsin p 引用 新 的 积分 
变量 2 求 奉 代 86', 把 这 个 积分 化 为 下 面 的 形状 : 


—at 


| Vm "nogg 
或 者 , 引用 由 这 个 积分 所 确定 的 依赖 于 参 变 量 * 的 新 的 超越 范 数 
了 (2) : 


1 [3 
I@=L| emody, (43) 


就 可 以 把 公式 (42) 写成 下 面 的 形状 : 
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wo))=B T(E Va )olw to)de, 
或 者 ,引用 积分 变量 w=w 十 2 
“lw, d=B | Volodu。 


把 所 得 到 的 解 对 t 求 导数 , 像 在 [171] 中 一 样 ， 就 得 到 方程 
Coy 的 一 个 新 的 解 刀 一 人, 它 不 满足 初始 条件 (38) ,而 满足 条 件 


4 0 一 CO(O) ; 和 | 0。 (44) 
为 要 得 到 方程 (37) 的 满足 一 般 形状 的 初始 条 件 : 
wo=p(0); 六 | ,=p (45) 


的 解 ,只 须 在 初始 条 件 \88) 中 取 w(x) = pilw) ,在 初始 条 件 (和 4) 中 
取 wo 一 Y(2)， 再 把 关于 以 的 对 应 的 表达 式 相 加 , 这 就 引出 下 面 
的 公式 ; 


xD= 击 站 TV Ge )p (edat 


人 及 I(2 VEB-ta-a)) ploda|, (46) 


依 上 限 下 限 并 且 在 积分 号 下 对 上 求 导数 , 并 注意 , 根据 (48) 
(0)=1, 就 可 以 把 公式 (46) 写 成 下 面 的 形状 : 
u(y D) = 00 去 (stat) 


+ | TE Va )g (det 


2a J oat 


ot fetal 1 Re 
+ 多 |[ ssl (Vp a) )p(ayda, (47) 


ralVaa5 一 (二 全 


洪 中 了 (人们 记 了 工 ( 裤 对 > 的 导数 。 
现在 我 们 来 建立 夯 数 了 (z) 与 附 标 为 雾 的 中 塞 尔 画 数 [48] 


~ 
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Vi -号 全 汶 (人 (48) 
之 向 的 联系 。 
展开 em? 为 宕 般 数 
ec" 一 袜 各 2 多 ， 


再 把 这 个 级 数 沿 区 间 ( 一 了 ,十 可 ) 逐 项 求 积分 , 由 于 这 个 级 数 的 一 
玫 做 用 是 可 能 的 ,我 们 但 到) 


7(2)= D3 于 i | sin" yg dg, 
3: 
当即 是 奇数 时 , 所 写 的 积分 显然 等 于 雳 , 是 偶数 n=28 时 我 
们 有 [I 100] : 


4 于 


2 —_(2s—1) (23—8).…. 
| sin2 g dg = 中 Sin2 gy dg 一 50 )- 人 NT, 


上 


内 此 推 知 
(一 3)… 民 
1(%) pa (2s)! 28. (2s—2).2 7? 
或 
1-B(s) 。 (49) 
比较 这 个 展开 式 与 (4) ,我 们 就 得 到 : 
了 TU) = yo(tz)。 《50) 


186， 无 界 芒 路 的 一 般 情形 ”我 们 现在 转 来 考虑 关于 无 界 芒 
咯 的 电报 方程 。 我 们 预先 提出 ,在 [183] 中 所 得 到 的 关于 精 助 丽 数 
轨 的 方程 (21) ,也 是 电动 势 "以 及 电流 耸 别 应 当 满足 的 。 

实际 上 ,我 们 回 到 根本 的 方程 ( 1) 与 (2 ) 并 消去 和 为 此 ， 我 
们 把 方程 (1) 对 2 求 导数 ,并 用 由 方程 (2 ) 得 来 的 2 所 
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来 代入 ,就 得 到 : 


O20 Ca 2 _ 
0 
就 是 
Ow 0 Ov 
3-L 人 (Ca )- B(C OW+4do)= 0， 
于 是 关于 我 们 得 到 方程 (21); 
Ow 
一 人 (LA TBRO) 人 2 一 RAv= 0。 (51) 


如 果 我 们 着 手 由 方程 (1 ) 与 (2 ) 浓 去 电动 势 », 关于 ;也 会 
得 到 同样 的 方程 。 
确定 了 7 就 可 以 求 四 使 得 它 满 足 方程 ( 工 ) 与 (2 )。 例 如 ， 利 
用 方程 (2 ) ,我 们 得 到 
i=— |(0 +Av )lv+BOD, (52) 
其 中 积分 是 对 2 来 求 的 , 把 看 作 常数 ，B() 暂时 是 上 的 任意 醒 
数 ， 把 宇 的 这 个 表达 式 代 入 到 方程 ( 工 ) 中 并 在 积分 号 下 对 参 变 
量 乡 求 导数 ,就 得 到 : 
8 0 Bu 2 
站 一 |(ZC B+LA)d- |(RCO Ou + RRA) 
+LB’ 加 上 BB 人 =0， (58) 
根据 (51) ,前 三 项 对 xz 求 导数 要 得 到 雳 ， 就 是 说 , 这 个 和 是 一 
个 变量 i 的 某 一 个 已 知 硬 数 ,于 是 我 们 得 到 确定 了 (2) 的 一 阶 简 
性 方程 。 求 它 的 积分 时 所 得 到 的 任意 常量 通常 是 由 初始 条 件 确定 
的 。 
像 以 前 [189] 一 样 ,将 方程 (51) 化 成 


Ou 1 dw 
BT a tO (6) 
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的 形状 ,只 要 利用 代 换 


0 区 一 eol t) (BE) 
就 行 了 ,这 里 的 
__ LA+RO _ |L4~RO| 
-0 0 。 全 


如 果 当 ==0 时 沿 若 线路 给 定 了 "与 ? 从 而 就 知道 了 当 t=0 时 
Ov 2 坟 a 
与 各 ;而 方程 (1) 与 (2) 葵 出 当 t=0 时 卫 - 与 如。 如 此 ， 
我 们 可 以 算 作 , 与 方程 (51) 一 起 ,我 们 有 普通 的 初始 条 件 : 


oo=g(oO; 各 | -0 CG 
利用 55) ,我 们 就 得 到 下 面 的 关于 以 的 初始 条 件 : 
Ou 


Wtmo= TD(8); =MB(2) +T (8)o (68) 


6 t=0 
应 用 关于 % 的 公式 (47) ,并 注意 (55) , 精 果 得 到 : 


vw ls, = 二 om faD + ootaD+ 


+ 二 全， Lu (0) + (I (EVE (a) )dat 


+ (EV) dr), (的 


其 中 的 与 。 上 面 已 起 现 过 ,而 = 7 订 。 

这 里 , 像 在 弦 振 动 的 情形 一 样 , 我 们 有 抗 动 传播 的 确定 的 汪 度 
@， 所 以 若 狂 定 的 初 妖 扩 动 的 丽 数 (2) 与 轨 (z) 只 在 某 一 个 有 限 
区 半 p<w<g 上 不 等 于 零 ， 而 我 们 应 用 公式 .59) 于 点 pz， 其 中 
2>qg, 妈 丰 到 时 鹿 1 一 小 (% 一 9) ，v(e, D 等 于 零 。 与 怠 比 较 起 来 
所 不 同 的 是 下 这 事实 : 初 姑 扰 动 的 后 陈 面 潘 过 之 后 ，o(w， 人 不 
于 尘 , 也 不 是 常数 ,而 是 “与 上 的 男 数 。 实 际 上 , 若 信 寺 (zc 一 全 
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期 公式 (59) 中 不 舍 积 分 的 项 等 于 圭 , 而 积分 仍然 保留 ,并 日 积 分 区 
向 是 定 区 沿 (2p, 9)。 可 是 变量 2 与 二 还 是 作为 参 变 量 在 积分 号 下 
出 现 . 

例如 , 若 当 t=0 时 线路 中 没有 电流 ，, 而 电动 势 ? 由 丽 数 $B(4) 


确定 , 则 根据 方程 (2 ) ,我 们 有 
Ov | a 、 
li TO Dr) (60) 


如 果 算 作 4= 0, 就 是 忽略 电 漏 不 计 , 姑 有 边 是 盘 。 

187. 关于 有 界线 路 的 富里 埃 法 ”在 有 界线 路 的 情形 ， 粮 定 了 
初始 条 件 以 及 边 值 条 件 时 ,不 难 应 用 富里 埃 法 求 方程 (1) 的 积分 。 
最 在 线路 的 一 端 %=0 受 有 葵 定 的 常 电动 势 卫 的 作用 ,而 在 另 一 并 
有 “=0, 就 是 说 ,有 边 值 条 件 : 

v|ss0=B v=0, (61) 

此 外 , 我 们 设 在 初始 时 刻 i=0 时 , 线路 中 没有 电动 势 也 没有 

电流 ,就 是 说 , 当 0<<z<7 时 


vy is 0 一 0， ?|:-o=0。 (62) 
这 时 ,方程 (i) 与 (2 ) 指 出 
Ov | 2 0% | 到 ‘0 
Ot ‘t=0 = 于 hi 《63 
如 此 ,我 们 需要 在 边 值 条 件 (61) 以 及 初始 条 件 
Di 
41t<0 一 0; 汉人 | =0 (0<z< 六 | (64) 


之 下 求 方程 151) 的 积分 
先 作出 方程 (6 了) 的 只 依 椒 二 4 的 一 个 解 2= 五 (4) , 使 它 满足 
边 值 条 件 (61) 。 对 于 (2) 我 们 得 到 方程 
EF"'(z)—6F (9)=0 (b=RA), 
在 [182] 的 例 中 ,我 们 恰好 求 过 这 个 方程 的 满足 条 件 (61) 的 
解 , 那 就 是 
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sh 2 一 2) 
Ze) = Be (65) 
(zy t)=v{%, 1t)—F (2) (66) 


引用 新 的 求知 画 数 w(z, 引 以 替代 v(z, 。 
对 于 ww(z, 从 我 们 有 辐 样 的 方程 (机 I) , 齐 次 的 边 值 条 件 


wlz=0=0; wz=1=0 (67) 
以 及 初 作 条 件 
wieo= —F(2); 3 =0, (68) 
为 简短 起 见 ,我们 把 关于 包 的 方程 ( 姑 ) 写成 下 面 的 形状 : 
D2 Ow 8 
3 一 Ca 2 w=0, (69) 
其 中 
a2=L0; 2h=LA+RO, b=RA, (70) 


以 下 我 们 应 用 通常 的 富里 埃 法 。 求 方程 (69) 的 解 , 使 具有 两 
个 夯 数 的 绿 积 的 形状 ,一 个 只 是 2 的 画 数 ,一 个 只 是 上 的 西数 : 


w=XT, 
代入 到 方程 (69) 中 ,分 离 变 量 , 就 得 到 : 
HH TIT mim? 
X 7 


其 中 m 芹 时 是 任意 常数 。 于 是 我 们 有 两 个 常 系数 线性 方程 : 
X" + 0 
oz 十 281 十 (天 十 -也 于 
注意 边 值 条 件 (67), 取 第 一 个 方程 的 解 


X=sin pe (m=1, 2, .…), 


= Vo 
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我 们 算 作 m 是 正 整 数 。 关 于 人 的 方程 具有 一 般 解 为 
人 一 de 十 人 和 ent 
其 中 4 与 hm 是 任意 常数 , a 与 an 是 方程 
ca2 十 2112a 十 (22 十 mm2or2) 一 0 (71) 
的 根 ,这 里 我 们 算 作 线路 中 的 常数 下, 上， C， 4 是 这 样 的 ,使 得 当 
汉 是 任何 整数 时 ,方程 (71) 具有 不 同 的 根 。 如 此 ,我 们 得 到 满足 边 
值 条 件 的 无 穷 多 个 解 : 


wn= (Anermt Angem!) sin 一 7 (72) 
取 这 些 解 的 和 : 
w= 局 {Amerm’ 4 Ahem sin 一 了 (73) 


并 选择 常数 4 与 4w， 使 得 满足 初始 条 件 (68) 。 这 就 给 出 


tA sin PE = Plo), ) 
, (0<w<l) 


SendntanAn) sin P=0, ) 
用 普通 的 方法 确定 富里 埃 系数 ,我 们 就 得 到 关于 4 与 如 的 
两 个 方程 : 
4 如 = 一 他 |， Po)sin 72 do， 
tJo 1 (74) 


Qnmdnm+an A = 0, 
把 画 数 (65) 代 天 到 积分 号 下 ,我 们 可 以 作出 积分 ,就 得 到 : 


i 
了 Pw)sin TY? du 一 ae B, 


7 i O32 + mo 
解 方程 组 (74) ,就 有 
yy We 2mar Qn . 
" TETmn an—on ’ 
A 2mn Om 
= 


ED : 
6 + m2 oo 一 Cr 9 
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代入 到 公式 (73) 中 ,我 们 得 到 : 
ma Omt one mt MAN 
公 一 bp 1 Dm 2 sn 一 7 一 。 (75) 


方程 (71) 的 根 或 者 是 负 实数 ,或 者 是 具有 和 负 实 部 的 共 屯 复数 。 
在 任何 情形 下 , 当 t 增加 时 , 解 (75) 有 阻尼 。 它 确定 出 由 空 厂 路 到 
丁 数 (65) 所 确定 的 稳定 状态 的 转变 过 程 。 业 果 公 式 (66) 共 出 电动 
势 的 表达 式 : 
二 号 shb(U—%) 十 


shi 
2 和 mer mt — ane mt mrtw 
十 如 忆 名 Ra si 六 5 (76) 
二 (71) ,对 于 它 的 根 我 们 得 到 下 面 形状 的 表达 式 : 
am 一 —V + bn; cn 一 一 2 一 0ny (77) 


其 中 


v= b= -Vm (78) 


代入 到 (76) 中 ,可 以 把 这 个 公式 写成 下 面 的 形状 : 


Shb(l—2) 
gs sh pf 


-Be rh hnt + sh bind)sin -re (79) 


现在 我 们 按照 前 一 段 中 所 讲 的 方法 来 确定 i。， 方程 (2 ) 锥 出 
DY _ AE shb(i1— -2) 十 


O% sh 6 


2mm 
1 i 3 


(eh nt 十 -一 -sh 而 nd)sin 2 


一 2 
十 47e 砂 7 


二 0Be Ss [2 把)ah pnt sin- wre, 


gp 3 Pa 人 
或 者 ,根据 (78) ,代入 以 
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太一 避 Wy b2L2 十 Mmm? 


oP + 
对 xz 求 积分 ,并 注 意 Q2=IL0, 就 得 到 
_ AB ,ehbll-e) 
0 sh ol 


6 Ee 1 Ma 
一 24Ble ! Dr 3 (ch hott 二 Sb ht)oos -9 人 


2 wd 2 (8 
| ry 局 访 由 和 mt COS 1 +B()。 (80) 


代入 到 方程 (1 ) 中 ,就 得 到 确定 BO) 的 方程 : 
LB'() -RBA =0, 
由 此 


BD) =Boet, (81) 
工 中 Bo 是 任意 常数 , 沦 圳 要 由 下 述 条 件 确 定 : 当 t=0 时 沿 善政 个 
线路 了 了 等于零。 把 起 达 式 (81) 代 人 到 公式 (80) 中 ， 然后 让 t=0 和 
+=0, 就 得 到 ; 
0= 4 chb(ll—e) 
太一 本 人 7 


—2AEl 己 os Te 十 Bo。 (82) 


把 右边 第 一 项 在 区 阅 0<z<! 上 展开 为 只 依 余弦 的 富里 堵 航 
数 , 我 们 得 到 : 


AE chb(l~w) _ 
v Sh 8 
_AF Maw 
767 + 2421l > 1 0s 一 了 (0<2<)), 


于 是 条 件 (82) 芥 出 
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所 以 BO= 一 意 o。 
把 这 个 表达 式 了 3 的 代 人 到 公式 (80) 中, 结果 就 得 到 电流 强度 


的 表达 式 。 

在 4. H. 克 雷 罗 夫 的 论文 “关于 沿 着 电 粮 的 电流 ”( 实 用 物 珊 
淋 志 ,和 容 YL 第 2 期 ,第 66 页 , 1929 年 ) 中 可 以 找到 这 里 所 请 的 解 
法 的 类 似 的 讨论 。 

188， 推 广 的 波动 方程 ”在 [185] 中 我 们 考虑 过 波动 方程 推 ) 
到 线性 的 情形 , 逆 里 是 共有 两 个 自 变 量 的 情形 。 利 用 同样 的 方法 ， 
可 以 芳 虑 推广 到 有 只 有 三 个 或 四 个 自 变 量 的 波动 方程 。 为 要 简化 以 
下 的 公式 ,我 们 算 作 在 波动 方程 中 速度 4 二 1。 要 想 由 下 面 所 得 到 
的 公式 畦 换 为 是 任何 数 的 公式 ,只 须 在 其 中 用 轩 来 奋 换 上 。 


我 们 对 于 无 界 平 面 来 考虑 方程 
Pu _ du ， 2 
一 + 十 cb 《83) 
具有 初始 条 件 
“| 10 = 名 t=0 = 9)。 (64 


末代 这 个 问题 我 们 涝 虑 一 个 新 的 问题 ,就 是 求 波动 方程 


Ox Ow | ON | Oy 


5 oy + O03 
具有 初始 条 件 
te0 所 小 银 t=0 一 (人 
时 的 积分 。 


用 下 阿桑 公式 直接 可 以 解决 这 个 新 闻 题 : 
刀 一 去 w(w+tsing cosg, 

y+isinOsin g)o' eriee) sin d0 dp 。 
我 们 可 以 把 这 个 候 式 写成 下 面 的 形状 : 
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WwW(T, Y, 2, 0D) =e (2, Y, 人 ， 
其 中 
wu(z, y, f) = | | lottsing eos 0 
4 十 tsin gsin p)eroessinDadb dy, (85) 
像 在 [18 思 中 完全 一 样 , 可 以 证 明 , 这 个 琐 数 也 满足 方程 (88) 以 及 
初始 条 件 (84) 。 现 在 我 们 把 公式 485) 变换 为 比较 简单 的 形状 。 依 
照 公式 tcos9=p 引用 新 的 积分 变量 p 以 赫 代 9, 由 此 
tsing cd0= 一 do， sing-MW/I 一 全 。 
公式 (85) 中 对 9 求 的 积分 在 新 变量 下 就 有 下 面 的 形状 ; 
3 EE ww+V Bp cosp, y+ Mt-p sing)erdp, 
或 者 把 积分 区 半分 为 两 个 :( 一 i, 0) 与 (0, 信 ,在 第 一 个 区 间 中 用 
(一 p) 严 换 p，, 我 们 就 可 以 把 上 面 这 个 积分 号 成 下 面 的 形状 : 

3 ole+w Bo—p cosp, y+ ~—p? sin g)ch cpdp， 

如 此 ,公式 (85) 就 改写 成 下 面 的 形状 : 
(CO 2 t) -| [专人 (w+ Mp eos 0， 
y+ Vp sing)dyg Jehep cp。 

这 个 公式 中 对 9 求 的 积分 ,就 给 出 画 数 wlz, 仍 沿 着 斑 面 了 了 
上 以 (4, 纺 为 心 V 一 Pp 为 伯 径 的 图 周 的 值 的 算术 平均 值 。 我 们 
用 Tva=mto(z, g)} 来 记 这 个 算术 平均 值 , 烙 果 公 式 (85) 就 可 以 写 
成 下 面 的 形状 : 

vlw, Yt) -| Ta-a{w(s, y)}chep ap。 (86) 

注意 , 若 。 是 虚数 c=ci, 则 chcp=coscip 。 把 所 得 到 的 解 


对 求 时 数 ,就 得 到 方程 (83) 的 解 忆 = 3, 书 满足 初始 条 件 : 


< 
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| ,Cuz > 
| ooo) 9); ot io 0 


完全 一 样 的 , 求 方程 


Om Bm | 0% ，852 
BY Ba 十 5 十 Bz + Ou (87) 
其 有 初始 条 件 
Ou | 
=0; 这 = 88 
4 ted 0; 7 ji wz, Y, 2) (88) 


的 积分 时 , 需要 利用 517 [173] 中 公式 (82,) 当 n=4 的 情形 , 用 
(wz, 0 0)e 来 替换 其 中 的 ww 。 作 一 些 简单 的 变换 ， 就 可 以 得 
到 方程 (87) 的 具有 初始 条 件 (88) 的 下 面 形状 的 解 : 


umd | PlGF)T, ow, ado 
其 中 卫 oto(zy y, 分 是 夯 数 w (wy, 2) 沿 着 以 (2，,y, 2?) 为 心 、p 为 


牛 径 的 球面 的 符 均 值 。 


$ 19， 极 轴 的 振动 


189 车 本 方程 ”很 多 的 导 至 线性 贪 微分 方程 的 数学 物理 并 
题 可 以 应 用 富里 块 法。 这 时 我 们 过 到 已 知 画 数 的 依照 应 用 富里 块 
法 时 所 得 的 西数 的 不 同 的 展开 式 。 在 以 上 考虑 过 的 一 串 问题 中 我 
们 有 过 这 样 的 屡 开 式 的 硬 。 

作为 一 个 例 ,我 们 再 考虑 柜 轴 的 模板 动 ,现在 我 们 来 导出 关于 
这 个 问题 的 方程 。 

我 们 所 谓 和 长 棋 轴 与 弦 不 同 的 是 ,在 完 曲 时 须要 作 功 。 这 里 ， 
未 知 画 数 是 具有 横 坐 标 * 的 杠 轴 的 轴 在 时 刻 上 的 形变 的 继 华 标 
yo t)o 

若 改 是 弯曲 甜 ,而 王 (c, t) 是 对 于 单位 长 来 诸 的 负载 , 旭 由 工 
程 .上 的 弯曲 理论 知道 [16] 


- Ox 7， OM _ 
BI SE-M; -7, (1) 
由 此 ,把 第 一 个 方程 对 4 求 导数 两 灵 , 就 得 到 : 
BI SH = Fo, t), (2) 
vw 


如 果 力 了 不 依赖 于 时 油 而 模 轴 保持 静止 状态 的 话 , 方程 (2) 
就 表达 要 轴 的 斑 衡 条 件 ;为 娶 得 到 运动 方程 ,应 当 依照 达 朗 倍 尔 原 
理 计 和 人 和 外力 以 及 按 音 位 长 来 及 算 的 断面 2 i. 在 断面 的 所 


有 的 点 这 个 断面 的 加 速度 可 以 取 作 常数， 就 等 于 -2 六 显然, 如果 
由 加 速度 条 以 pS， 就 得 到 按 单 位 长 计算 的 悟性 力 , 其 中 p 是 
eae 于 是 ,在 方程 (2 ) 中 应 当 用 
一 pS 全 4 来 悉 换 也, 这 就 输出 四 阶 方程 : 


+ Yo D), (9) 
其中 
五 了 SN 
Wg fw, t) pS Tl%, t), CG) 


杠 轴 的 端点 2=0 与 2=1 应 当 满 足 的 边 什 条 件 是 很 重要 的 ， 
省 的 形 并 庆 灯 手 对 应 澳 让 的 种 方法 。 如 果 端 点 被 紧 基 地 固定 什 ， 
于 是 在 端点 枢 刷 有 水 平 的 方向 , 则 得 到 两 个 条 件 ; 

当 w=0 或 z=1 时 , y=0， 章 =0 ; (5) 

如 果 端 点 只 是 被 支 住 , 就 是 说 ,可 以 线 着 固定 住 的 点 自由 亚 
动 ,出 在 这 位 置 弯曲 和 矩 应 当 等 于 雾 ,就 是 说 ,我 们 有 下 列 条 件 ; 

当 z=0 或 2=!/ 时 ，y=0， =0, 06) 

最 后 ,如 果 端 点 是 自由 的 ， 妈 在 端 上 OL 
都 应 当 等 于 雳 ,不 过 % 自然 可 以 不 等 于 专 。 于 是 在 这 情形 下 
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当 z=0 或 z=1 时 ， ay. 0， 0。 (7) 


在 所 有 以 上 考虑 的 情形 下 ,我 们 得 到 在 每 一 个 剖 点 有 两 个 条 
体 , 这 与 弦 的 情形 不 同 , 那 时 在 每 一 个 端点 我 们 有 一 个 条 件 。 
最 后 ,还 应 当 注 意 到 与 纤 的 情形 型 态 相同 的 初始 条 件 ; 


| =， 各 | -mo)。 (8) 
对 于 自由 振动 ,我 们 在 方程 (3 ) 中 宙 f(z, 由 =0, 就 给 出 : 
2 十 2 人 一 0。 (9) 
190. 特 解 人 
y=T( XL) (10) 
的 特 解 。 
代入 到 (9 ) 中 , 求 得 : 


THO KT) FET EY) =0, 
或 者 , 像 在 弦 的 情形 一 样 : 
T" (2) XY (0) i 


027 (人 Kl) 
其 中 信 是 常数 ,并 且 我 们 算 作 夺 是 实数 。 这 就 给 出 : 
2 十 02847 (从 一 0， (11) 
XGO(O) -HEL) =0, (12) 
方程 (11) 的 一 般 解 是 
TO =Nsin(Dh tg), (18) 


是 说 , 解 (10) 仍 然 是 驻 波 ,这 时 杠 轴 上 的 点 作 频 率 与 相 都 相同 的 
de 是 依赖 于 x 的 振幅 和 NX(%)。 
不 难 求 出 方程 (12) 的 一 般 解 。 宪 的 特征 方程 [301 
Qa! = 
当 k0 时 具有 根 全 一, 斌 ,一 斌 ,于 是 它 的 一 般 解 是 : 
人 = O00 C0 +0 cos he tO sin be, (14) 


5 高 等 


也 
S 
洋 


学 教 入 


或 者 ,通过 eh fz 与 sh jz 来 卖 达 ez 与 6 并 改变 任意 常数 Cx 与 
Co 的 值 , 就 可 以 把 一 般 解 号 成 下 面 的 形状 : 
Nl =0chkr Oshhr- Ocos hr Osinbr, (16) 
现在 我 们 分 别 考虑 边 值 条 件 的 不 同情 形 : 
1. 才 概 轴 在 两 端 固定 住 , 当 “=0 与 2=1 时 应 当 满 足 条 件 
《5 ) ,就 是 
(0) = 一 COos=0; (0)= 妇 (DO 一 Ca) 一 0， 
XD) =O01ch M+O, sh bl+Oscogshl+Oa sinkl=0; 
FX" =6(0 ch hl-t Os sh bl— Oscoshl—O sin Fl) =0, 
显然 ,这 就 答 出 , 当 8#0 时 : 
O01=0s=0; (16) 
Cssh hltO,sinkl=0; Oosh 1 一 Csin 姑 一 0。 (16;) 
显然 0,=04=0 是 这 两 个 齐 欢 方程 的 方程 组 的 解 ; 不 过 这 时 
所 有 的 常数 0 都 等 于 雳 ,而 我 们 得 到 没有 意义 的 解 习 42) =0。 除 
掉 这 个 情形 ,我 们 应 当 算 作 常 数 0; 与 04 中 至 少 有 一 个 不 等 于 
雾 。 
若 Cu=0, 旭 由 于 当 V 关 0 时 sh 大 关 0[L 1 人 ,由 方程 (160 推 
知 Cs=0。 所 以 我 们 应 当 算 作 Ciz#0。 由 (16b) 中 两 个 方 吝 逐 项 相 
减 ,我 们 就 得 到 Cssin 刀 =0, 于 是 苦果 得 到 关于 大 的 方程 
sin 好 一 0。 
如 果 满 足 这 个 条 件 ， 凤 方程 (161) 化 为 Cash 办 =0, 于 是 葵 出 
(人 = 0, 就 是 说 , 讼 04 一 0, 根据 (14) 就 得 到 : 


Xr) =Osin kg, (17) 
方程 (7) 给 出 8 的 像 在 弦 的 情形 相同 的 解 : 
nT 2% Nm 


TTT? “yy 7 oe ; 


以 下 的 讨论 及 公式 就 部 与 [167j 中 的 相同 ,所 改变 的 只 是 第 %” 短 和 
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素 的 频 座 w, 不 是 由 [168] 中 公式 (44) 来 表达 ,而 是 如 下 的 形状 : 


on (18) 
当 h=0 时 , 方程 (19) 具 有 一 般 解 : 和 (2) 一 C4 上 Cao 十 Ca2 十 


十 Csw’, 使 它 满足 条 件 ( 6 ) ,就 会 发 现 所 有 的 常数 C 应 当 都 等 于 
霸 。 
2， 若 概 轴 在 两 端 支 住 , 则 当 2=0 与 2=! 时 应 当 满 足 条 件 
(5 ), 这 就 给 出 
X(0) =01+0,=0; X'(0) =h(0s+04) =0， 
XD =0chRl+O0, sh hl+Oscoshl-t Os sin kl=0; 
X'(D) =h(01 sh Bl+Oschhl— Os sinkl+Ocosbhl) =0, 
由 此 小 出 
Co= 一 CO O14=—0,, (19) 
于 是 我 们 得 到 用 以 确定 01 与 Cs 的 两 个 齐 次 方程 的 方程 组 : 
“ Ca(oh hl— coskhl) 十 Ca(sh hl sin bl) -0 
Ci(sh Fl sinkl) -+O(chhl—ceoshl) =0, 
为 要 这 两 个 方程 具有 不 同 于 Ci= Cs=0 的 解 , 必须 是 只 须 0 
与 Ce 的 系数 成 比例 : 


chpl—cosk! _ sh hi—sinkl 
shhi-sinks chpkl—eoskl ® 


这 时 , (20) 中 的 两 个 方程 化 为 一 个 。 利 用 关系 式 
coss w+ain z=1, ch?»—sb’2=1, 
可 以 把 上 面 写 的 条 件 改写 成 下 面 的 形状 : 
ehpklcos El=1, (21) 
我 们 就 得 到 了 关于 的 方程 ,这 与 前 一 种 情形 中 的 方程 (L7) 
类 但 。 为 简短 起 见 , 敲 


(20) 


k= 和 , 


556 时 等 效 学 教 各 


我 们 就 得 到 用 以 确定 ;的 超 直方 得 : 
ch 和 AcosA=1。 (22) 


把 方程 (22) 改 写成 


而 出 曲 六 cos% 与 -的 图形 (图 140) , 我 们 就 发 现 方程 (22) 有 
无 筋 多 的 实 根 
0, 十 Ni， 士 和 3， ， 士 Ni， …， 


并 且 当 mw yco 时， 和 一 2 二 工 mr>0。 
我 们 现在 只 注意 正 根 : 
RN (23) 
它们 对 应 于 参 变 警 的 无 穷 允 个 值 : 
有 和 = 他， ea (24) 


如 140. 
有 取 这 些 值 时 , 滑 足 条 件 (21) ,于 是 由 方程 (20) 中 的 一 个 可 以 
推出 另 一 个 ,这 就 可 以 写成 : 
O=0 (shhl—sinkl); 0s=—C(ehhl—coshl), 
由 公式 (19) 确 定 出 04 与 O46 代入 到 Q 相 中 ,我 们 设 0=1, 最 
然 这 坤 不 尖 寺 普通 性 ,于 是 得 到 求知 解 立 (2 的 形状 : 
Xm) = (sh H—sinkl) (ch kre— cos kv)— 
— (ehhl—coskl) (sh kw—sin kz), 《25) 
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严格 悦 来 ,我 们 得 到 无 劣 多 个 解 
1(T), RalT) ,ee FT), ee (26) 

它们 是 由 一 般 会 式 (25) 用 加 替换 得 来 的 。 

我 个 可 以 完 对 不 考虑 人 负 根 一 和 1， 一 和 A，…， 因为 参 变 最 对 应 
于 它们 的 值 一 如 ,一 ，… 荐 出 同样 的 一 列 画 数 (26), 这 是 由 于 
对 来 暮 画 数 (25) 是 奇 孙 数 。 

在 公式 (13) 中 用 (24) 中 的 值 代入 作 %, 就 求 出 对 应 的 一 列 画 
数 了 (2): 


T1(0),， TP,(t) 和 T(t) 9 
TH = N, sin(wti+ Pr); on 一 5 好 } 27) 
于 是 最 后 得 到 方程 (9 ) 的 一 申 解 : 
Y(t, ,Yao Hy Yn Ty b) 
yn 2, tb) = TL) Fn (2) . } (28) 


对 于 柜 轴 的 端点 来 话 , 具 有 上 述 的 其 他 条 件 时 ,我 们 会 得 到 类 
似 的 精 果 : 把 而 数 X (a) 才 达成 (15) 的 形状 并 代入 边 体 条 件 ,就 得 
到 具有 四 个 未 知 数 Ci，Cs， Cs, Ci 的 四 个 齐 殴 方 程 的 方程 租 , 当 
且 仅 当 寡 变量 满足 某 一 具有 无 穷 多 个 实 根 的 超越 方程 时 ,Cr 
Cs Cs C4 有 所 要 求 的 中 于 零 的 解 。 把 这 个 方程 的 覃 代入 到 方 
程 租 的 科 数 中 ,就 得 到 一 个 方程 组 ,在 这 组 中 有 一 个 方程 可 以 由 此 
余 的 方程 推出 来 ,于 是 就 确定 出 常数 Ci Ca Cs, O04, 只 能 类 一 个 
任 屿 的 到 因子 ,于 是 我 人 就 得 到 面 数 Xvta), 它 是 普通 的 正 束 与 
余 强 以 及 双 曲 绕 正弦 与 余弦 的 线性 千 合 。 

191、 任 意 夯 数 的 展开 式 我 们 现在 不 评 般 的 分 别 计 窒 所 有 
的 特殊 情形 ,而 转向 所 要 满足 的 另外 的 初 姑 条 件 : 

y| po), | = p10). ‘20) 


为 此 , 像 在 豆 的 情形 一 样 ,把 y(z, 引 写 成 特殊 解 (28) 的 和 的 


YD) = Typ, d= ST) KX, (8) (80) 
n=1 n=1 
访 = N, sin pn， b= Nn cos Do 
把 (80) 改写 成 : 


21(2 四 一 > (an Cos wt bs sin wnt) X(T), (301) 
于 是 条 件 (29) 狂 出 : 
Boo) 90); 局 po =palo。 (31) 


如 此 ,我 们 看 出 ， 关 于 确定 常数 @ 与 5 的 整个 问题 就 化 为 把 
已 知 画 数 gp (2) 与 px(o) 依 醒 数 X,(z) 展 开 为 级 数 的 问题 。 这 些 
般 数 类 似 于 我 们 以 前 研究 过 的 富里 埃 般 数 。 
我 们 现在 不 详 关 于 这 样 的 展开 式 的 收 鱼 性 以 及 可 能 性 的 问 
题 ， 只 是 像 在 [149] 中 对 于 富里 埃 豚 数 所 作 的 一 样 , 假设 这 样 展 开 
是 可 能 的 , 我 们 来 说 明 如 何 确定 展开 式 的 系数 。 这 里 我 们 假定 赔 
题 的 边 值 条 件 不 一 定 是 在 1 与 2 两 条 中 [190] 所 法 的 ,而 可 以 随意 
是 以 前 列举 的 (5 ), (6 )，(7 ) 的 情形 。 
因此 , 裔 我 们 需要 把 在 区 漳 (0, 1) 上 的 已 知 藩 数 A(z) 展 开 为 
下 面 形 状 的 级 数 
2) 一 人 42)。 (32) 
我 们 假设 这 样 展开 中 可 能 的 ,并 且 级 数 (32) 可 以 逐 项 求 积 分 。 
系数 4, 之 所 以 可 能 疏 人 确定 是 由 于 落 数 
ao , Kap) ,ee KD) ，… 
在 区 间 (0, 站 上 的 正 交 性 ,现在 我 们 证 明 
车 nm， [x (7) Ru rAdr=0, (383) 
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为 了 这 个 日 的 ， 我 们 指出 ， 如 果 将 上 换 到 各 时 以 - 上 所 俯 出 的 
灿 数 祥 ,(z) 满 足 方程 (12) , 就 是 说 
R(T) = bX (2) 。 


如 此 ,我 们 就 有 : 
EF) =PR,(v); Xv) =8 Nn (8) , (34) 
(34) 中 第 一 个 方程 滋 以 Xu(o)， 第 一 个 方程 条 以 X(o) ,这 
项 相 减 ,再 由 0 到 1 对 求 积分 ,就 有 
(太一 Bo) Xn lo) dz 


= E60) Fle) = XE? (0) Xue) do (35) 
于 是 为 村 证 明 公 式 (33) 我 们 只 须 永明 
| XH) Ki (0) — Xv) Kale) dv=0, (86) 


因为 当 m#*% 时 因子 (如 一 b) 不 等 于 雾 。 
用 分 部 积分 法 , 求 得 : 
| Xv) RV) ds= FH" (v) X80) — jx (v2) Xv) d= 
= A Ks (0) — RL) KN 0) + [XL KIe) dz, 


同 更 Xi) Xn) d= 
= NI(v) Kn(t) — XL) XN)- + Oo)Jd7， 
由 此 不 难 求 出 : 
| LH (0) E80) EY) Kol) d= 


T=0 


= [XY (9) X80) — Xr) NO 


= 


一 EX ~ Kom) Kn)] 
r=0 


等 式 有 有 边 合 有 多 数 Xu， Kt) 以及 忆 它们 的 直到 三 阶 导 
数 当 2=! 时 的 们 ,无论 我 们 取 条 件 (5 ), (6 ), (7 ) 中 那 
一 个 ,右边 每 一 项 总 有 一 个 等 于 雾 的 因子 。 于 是 证 明了 等 式 (36)， 
也 就 是 证 明了 正 交 性 (33) 。 
当 w=n 时 积分 (83) 成 为 
ed (37) 
从 而 是 完全 确定 的 常数 ,在 每 一 种 特殊 情形 下 光孝 不 难 计算 出 来， 
例如 在 情形 1[190] 我 们 有 
.= sin2 2 dz 一 本 
如 此 , 车 我 们 把 丽 数 粗 itw) , 匡 2(2) ,…， 2)，… 换 成 醋 


Ml ' MI 3 » A b 
荐 不 仅 得 到 正 交 租 ,而 且 是 标准 组 [148] ,就 是 说 每 个 夯 数 的 平方 
的 积分 等 于 1 。 现 在 回转 来 确定 展开 式 (32) 的 系数 4,。 两 边 乘 
以 六 (2) ,由 0 到 /对 xz 求 积分 并 注意 关系 式 (33) 与 (37) ,就 让 
接 求 得 


人 JOANnO)az 一 dry 


小 fo) To) do [7 Xt) dp 
2 bh i 
| XN? (nr 
0 

如 此 , 我们 引出 任 准 疯 数 的 类 似 于 窒 里 埃 般 数 的 级 数 展开 式 : 

| egemaz 
| (cyde 


如 此 ,就 不 难 确定 等 式 (3 了 1) 中 常数 mw 与 站 了 ,这 只 要 用 9 (4) 


nn -。 (38) 


flz)= > 
n=1 
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与 p1(?) 来 替换 (88) 中 的 了 (2): 

[v0) Xaz 人 we 

本 ， 和 一 一 -一 -。 (39) 
| X22) dr 


o。 Xi(w) dr 

把 所 有 这 些 代入 到 级 数 (30) 中 ,就 得 到 这 问题 的 最 后 的 解 。 

对 于 概 轴 的 强迫 振动 的 论述 像 蓄 的 情形 完全 一 样 ,所 不 同 的 
只 是 画 数 .fw 介 不 是 有 依 正 弦 的 展开 式 , 而 是 依 画 数 Xe) 的 展 
开 式 。 

由 以 上 显 见 , 斑 波 法 应 用 于 弦 的 振动 以 及 要 轴 的 振动 时 同样 
有 效 。 特定 厂 法 当 讨 论 弦 的 振动 方程 以 及 电报 方程 时 很 有 效 , 但 
是 这 个 方法 应 用 于 方程 (9 ) 是 不 成 功 的 。 


Cn 一 


$ 20， 拉 普 拉 斯 方程 


192. 调和 画 数 ”在 这 一 节 中 我 个 考虑 下 面 形状 的 偏 微分 方 
程 
其 中 UU 是 z, 4 与 2 的 责 数 。 我 个 已 经 溃 到 过 方程 (1) 叫做 接 普 
拉 斯 方程 。 以 前 我 们 芥 过 ,方程 (1 ) 的 左边 可 以 如 作 40, 这 叫做 
拉 普 拉 斯 算 子 作用 在 醒 数 7 .上 上。 在 [8 中 我 们 和 希 到 , 引力 或 电信 
的 作用 力 的 势 量 ,在 产生 这 个 场 的 引 体 或 电荷 之 外 的 空间 内 所 有 
的 点 ,应 当 满 足 方程 (1 )。 

在 [114] 中 也 过 到 过 形状 如 (1 ) 的 方 程 。 不 可 压 竹 流体 的 无 
洲 竟 流动 的 速度 的 势 量 应 当 满 足 这 个 方程 。 在 [也 9] 中 我 们 评 明 
过 , 当 热 变化 稳定 时 ,就 是 温度 U 只 依赖 于 位 置 而 不 依 顿 于 时 个 
时 ,均匀 物体 的 温度 应 当 满 足 方程 (1 )。 同 样 ,在 [118] 中 , 当 考 虑 
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稳定 电 易 时 我 们 也 仙 得 到 扩 普 拉 斯 方程 。 
车 而 数 7 不 依赖 于 某 一 个 坐标 , 例如 , 不 依 顿 于 >, 则 方程 
《1 ) 化 为 下 面 的 形状 : 


oDU ,OU _ 
Be +p 0 (2) 


在 这 情形 下 ,在 任何 一 条 太行 于 2 轴 的 资 米 上 , 0 保持 有 相 
闻 的 值 ,或 考 换 和 应 芒 就 是 ,在 平行 于 六 平面 的 任何 平面 上 7 
的 值 的 分 布 是 同样 的 ,于 是 只 要 考虑 XF 平面 就 成 了 。 

在 某 一 顽 容 积 (三 闪 区 域 ) (D) 上 的 让 到 二 阶 导数 者 是 速 篇 的 
连 炉 而 数 , 如 果 满 中 方程 (1 ), 就 听 做 在 (D) 上 的 调和 讽 数 。 关 于 
方程 (2 )， 对 于 平面 XY .上 的 区 域 米 汐 , 也 条 取 这 个 名 酬 。 以 下 
我 们 请 一 些 调 和 古 数 的 性 持 。 

在 数学 物理 问题 中 ,通常 除 直方 程 (1 ) 外 , 丽 数 六 还 应 当 服 
从 于 下 述 的 一 些 边 值 条 件 。 在 这 情形 下 , 自然 不 用 初 姑 条 件 。 关 
于 方程 (1 ) 的 基本 边 值 问 题 是 下 面 这 个 问题 :确定 一 个 在 区 城 (D) 
上 的 兰 入 数 ,使 得 在 这 区 城 的 界面 (8) 上 它 取 已 知 的 值 。 这 个 
问题 通常 时 做 狄 义 赫 利 图 题 。 在 问题 的 多 述 中 ,所 户 在 曲面 (S) 
上 的 的 值 , 章 思 是 指 , 当 由 区 域 (7 的 内 部 逼近 于 曲面 (S) 上 的 
点 时 , 所 得 到 的 极限 值 。 这 个 问题 的 更 正确 的 叙述 足 : 求 一 个 
黄 数 加, 在 (D) 内 是 负 和 的 ,在 (D) 上 包含 界面 (8) 在 内 是 违 秆 的 ， 
并 月 在 (8) 上 可取 已 知 的 值 。 这 个 在 (8) 上 的 已 知 画 数 自然 应 当 
是 这 秆 的 。 为 简单 起 见 ,我 们 算 作 (D) 的 界面 是 一 个 封 阴 曲 面 (8)。 
注意 ,区 域 (D) 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 穷 的 。 在 后 一 个 情形 下 
它 位 于 (5) 之 外 。 在 有 限 区 域 的 情形 我 们 有 狄 义 赫 利 内 部 问题 ,在 
无 劣 的 情形 一 一 钛 尺 赫 利 外 部 于 题 。 在 后 一 个 问题 中 还 要 加 一 个 
条 件 ,就 是 当 点 无 限 远 移 时 画 数 趋 辣 零 ,或 者 可 以 说 在 无 穷 远 点 轿 
数 应 当成 为 雳 。 在 狄 义 茜 利 问题 跟 值 条 件 写成 下 面 的 形状 ; 
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Ulw=f (2), (3) 
其 中 7GD) 是 在 曲面 (S) 上 的 已 知 可 千本 数 ,而 7 记 这 曲 而 上 的 
变 点 。 狼 义 赤 利 内 部 问题 的 类 似 的 勾 述 适用 于 关于 下 而 区 域 的 方 
程 (2), 这 时 边 值 条 件 是 在 这 区 域 的 界 艇 上 的 的 值 。 在 平面 上 
狄 义 赫 利 外部 问题 中 ,需要 当 点 无 限 远 移 时 测 数 有 有 限 的 杠 限 。 
我 们 再 裤 边 值 条 件 的 一 种 型 态 , 就 是 当 在 曲面 上 痊 定 了 法 
线 导 数 的 值 的 情形 
| /0), (4) 
求 满足 这 样 的 边 值 条 件 的 竟 和 机 数 的 问题 叶 做 天 全 曼 同 题 
在 流体 力学 中 考 虚 刚体 在 不 可 压 粮 流体 中 的 运动 时 会 遇 到 它 。 边 
值 条 件 (4 ) 事 达 出 ,物体 的 表面 (S) 上 的 点 M 与 通 近 于 点 了 L 的 流 
体 粒子 的 这 度 的 法 米 支 量 重合 。 新 依 曼 问 题 对 于 方程 (2) 可 以 辣 


样 表述 。 
我 们 在 语调 和 西数 的 性 贤 之 前 , 先 训 下面 几 个 以 后 要 用 的 公 
式 。 


193， 和 格林 公式 ” 讼 (D) 是 某 一 个 有 界 的 物体 , (S) 是 宪 的 办 
面 ,UV 与信 是 两 个 疝 数 , 在 区 域 (D) 上 直到 它 的 界面 (5S) , 这 两 个 
硝 数 是 回 续 的 所 有 直到 二 阶 的 速 丢 导数 ， 我 们 来 若 肯 积 分 : 

_ffffar or, 30 OF ar BF \y 
-J 名- 如 + 名 -9+ 部- 2 je 


OD) 
= | jjersa Ugrad Vdv, 
CD? 
注意 显然 的 恒等式 : . 
a er _ 9 /1 er Ny psp 
i 


Es Se 


ar ar ar O23 


以 及 关于 如 -与 靳 的 两 个 类 似 全 等 式 ,这 个 积分 可 以 号 成 下 面 
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的 形状 : 
1 
te( (vO) )]ao-| [foarvas. 


依照 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 变换 右边 的 第 一 项 : 
I- 必 村 - cog (mn, X)+0 人 cos(n, 三) 十 


(8) 


+U Lm oos 2) | dS — fea Vdy 


DY 


或 [102]: -|| v 3 os- 用 para， 


其 中 (是 在 曲面 (8). 上 的 点 的 法 颖 方向 ,对 物体 (D) 来 济 宪 是 向 
外 的 。 
如 此 ,我 们 引出 了 所 庄 格 林 公 式 的 原始 型 : 
人 本 8， 80 OV , OU Oy )w= 


Om 3 Oy Oy Gz 


-emavsmarin [oofoara, 68) 


(3 ta 要 
当 疝 数 D 与 挛 开 换 叶 ， 这 等 式 的 左边 不 改变 , 所 以 右边 也 有 
同样 的 性 贤 , 就 是 设 我 们 可 以 写成 : 


| UG- | vs we] Hd8— 咱 FJUau， 
由 此 得 到 格林 公式 的 最 穆 形 式 : 
(sr rao fo or a ag es 


有 时 不 利用 向 外 的 法 钱 . 而 利用 向 内 的 法 钱 , 这 时 只 要 改变 在 公式 


第 七 章 数学 网 理 俩 微分 方程 565 


的 右边 的 治 法 线 的 导数 的 符号 ,于 是 对 于 法 线 向 内 的 情形 格林 从 公 
式 就 有 如 : 
Jvar -ravav= [|(v SV. vt or. )as, (C83) 
0 I 
其 中 (9) 是 法 线 向 (CD) 内 的 方向 。 

区 域 \D) 可 能 是 以 几 个 曲面 为 界 的 。 在 这 情形 下 应 用 格林 公 
式 时 , 只 是 这 公式 右边 的 曲面 积分 需要 沿 作 为 区 域 (D) 的 界面 的 
所 有 的 曲面 (5) 来 取 。 注意 这 时 法 线 () 对 容积 ( 盖 来 泊 是 向 外 
的 ,于 是 在 这 韧 容积 里 边 的 界面 上 法 厂 的 方向 指向 曲面 的 内 部 
[63] 。 

在 介 阅 格林 公式 (6 ) 时 ， 我 们 提 到 过 ， 只 须要 求 夯 数 忆 与 所 
以 及 它们 的 丰 到 二 阶 导 数 丰 到 4) 是 速 丢 的 。 自 然 对 于 曲面 (9) 
也 必须 有 一 些 要 求 。 这 可 以 归于 引出 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 基 公 式 所 
需要 的 条 件 [63] 。 这 些 条 件 可 以 叙述 如 下 : 曲面 (S) 可 以 分 为 有 
限 多 块 , 使 得 在 每 一 块 上 次 到 它 的 界线 都 有 连续 变化 的 切入 面 。 
这 样 的 曲 I de 面 


ee > 

由 格林 公式 可 以 鹤 出 一 个 在 应 用 中 很 重要 的 到 式 , 它 痊 出 在 
(DD) 内 任何 点 Mo 的 夯 数 值 的 表达 式 , 这 个 表达 式 是 菜 一 曲面 积 男 
与 类 一 容积 积分 之 和 。 辟 UCM) 是 痪 定 于 区 域 (D) 上 的 一 个 画 
数 ,这 个 面 数 以 及 它 的 直到 一 阶 的 导数 在 区 域 (D) 上 直到 (3) 是 迹 
粹 的 。 

应 用 格林 公式 于 这 个 夯 数 以 及 画 数 六 = 工 , 其 中 是 由 位 于 
(内 的 一 个 确定 的 点 Mo 到 变 点 对 的 距 宛 。 芳 点 杂 与 内 重 
合 , 划 画 数 了 一 二 成 为 无 穷 大 ,于 是 对 整 个 的 物体 { 思 ) 我 们 不 可 
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以 应 用 格林 公式 。 由 这 物体 中 挖 去 一 个 小 球 , 这 个 球 以 M0 为 球 
心 ,小 征 笃 为 p, 用 (D1) 记 物体 (D) 所 
剩 下 的 部 分 ,用 (3,) 记 挖 走 的 球 的 球 
面 (图 TD) 。 在 区 域 (D;) 上 丽 数 U5 与 
及 有 具有 所 要 求 的 回炉 性 ,于 足 对 于 这 
个 区 域 应 用 格林 公式 就 得 到 ; 


. Noa)- 1 J- 
- 虹 轰 | + 可]as+ 人 fo a(#) i 


On 7 On On 7 On 


这 里 要 沿 作为 物体 (Di) 的 界面 的 两 个 曲面 (8) 与 ( 马 ) 求 积分 。 不 
过 ,我 们 雍 过 , 画 数 广 一 圭 满 足 拉 普 近 斯 方程 ,就 是 4 二 =0[1191。 
此 外 ,在 球面 (3,). 上 法 线 % 的 方向 指向 球 内 ,与 个 径 7 的 方向 正 相 
反 , 所 以 沿 (3) 的 积分 号 下 的 沿 法 米 的 导数 就 是 对 7 的 导数 取 相 
反 的 答 号 。 注 意 以 上 所 述 ,我 们 可 以 把 公式 (7 ) 写 成 下 面 的 形状 : 


1 
0 
四 


+ 有 各 Vas- | 全 0 ads=0, (8) 


(Sp. 全 
现在 我 们 让 挖 去 的 球 的 个 径 p 趋向 肘 。 这 时 所 写 的 公式 中 第 
一 项 就 趋向 沿 整 个 容积 (D) 的 积分 [86] ， 第 二 项 与 o 无关。 我 们 
来 证 明 第 三 项 趋向 极限 4xU (Mo)。 注 意 , 在 (3。) 上 > 的 大 小 具有 
常数 值 p, 于 是 可 以 写成 : 
站 二 0U0Das 二 UD AS, 


tip) Pn 


Pa FD AD » F147 3 配 


人 
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应 用 中 值 定 理 , 就 有 : 
| 二 UM) dg- 方 U CM) -drp?= dnU (M,), 


(3s) 
其 中 到。 是 在 球面 (2) 上 的 某 一 点 。 当 p 玉 0 时 这 个 点 趋向 Mo， 
由 此 看 出 ,上 面 所 写 的 表达 式 趋 向 4r7 (Yo) 。 同 样 应 用 中 值 定理 
于 最 后 一 项 就 得 到 : 


有 


1 97 1! 2 [7 | 
| 4mrps=. -< | 4 
np On 全 ™ on Mp TAR。 


西数 上 沿 任 何方 向 的 一 阶 导数 当 M。 趋向 Wo 时 保持 有 界 ， 
因为 依照 假定 ,在 (D) 内 任何 点 画 数 V 有 直到 二 阶 的 束 续 导数 。 
当 p30 时 因子 4rp 趋向 零 。 由 此 看 出 ,公式 (8 ) 中 最 后 一 项 趋 
向 霸 。 由 公式 (8 ) 取 标 限 的 千 果 就 给 出 下 面 这 个 我 们 所 要 求 的 格 
林 公 式 : 


用 和 e+ 中 0) -i 0 Jas+4rU (Mo) 0， 
或 
7) 
ro -让 轩 委 -os 


还 要 提出 ,对 于 任何 的 画 数 ,只 要 人世 声 以 及 它 的 直到 二 阶 的 导数 
在 区 域 (D) 上 直到 (8S) 过 和 续 , 这 个 公式 总 是 正确 的 、 

对 于 在 面 的 情形 完 信 类 似 的 公式 也 成 立 。 我 们 只 把 它 引 出 涨 
而 不 答 证 明 。 奶 (8B) 是 于 面 上 某 一 个 区 域 , (站 是 这 个 区 域 的 界线 ， 
(we) 是 这 个 界线 的 法 线 方向 ,对 (Z) 来 讲 是 向 外 的 。 对 于 平面 的 情 
形 在 笛 卡 儿 和 坐标 系 下 拉 普 拉 斯 算 子 有 下 面 的 形状 : 


_B2U ,OU 
a tap? 


类 似 于 公式 (6 ) 我 们 就 有 在 平面 上 的 公式 : 
(UAV varas—) (Uv 名 VU) Go0) 


On 
<《B) 


与 到 式 (9 ) 不 能 完全 类 伺 ,因为 引出 公式 (9 ) 时 用 了 画 数 寺 
氏 足 拉 普 拉 斯 方程 的 性 搞 。 对 于 平面 的 情形 ,这 不 皮 立 ,于 是 替代 
两 数 二 需要 取 拉 普 拉 斯 方程 的 解 志 7 或 本 工 ~ 一 区 7, 其 中 是 
平面 上 任何 一 个 定点 到 变 点 用 的 距离 。 如 此 , 蔡 代 公式 (9), 在 
平面 上 我 们 就 有 下 面 这 公式 : 


-1 oO(lg”7) _loy .20 
rd- 起 | [5 On lg7 on Jast 


4U 


1 ” 
+ 二 中 4U-grdS， GD 
其 中 M。 是 (B) 内 任何 一 个 园 定 的 点 ,7 是 变 点 必 到 点 Mo 的 距 
离 。 
注意 ,在 公式 (9 ) 中 的 三 重 积分 是 反常 积分 , 因为 在 点 Mo 税 
积 面 数 成 为 无 穷 大 。 不 过 显然 这 个 积分 收 租 ， 因为 匆 积 面 数 的 契 
对 值 小 于 各- 其中 p=1。 在 公式 (I) 中 也 是 如 此 。 
194. 调和 面 数 的 亲本 性 质 沽 虚 在 具有 界面 (S) 的 有 界 区 
域 (D) 上 的 误 和 而 数 FT。 假 丽 J 以 及 它 的 直到 一 阶 的 导数 在 区 
域 (D) 上 直到 (9) 圳 筑 , 应 用 格林 公式 (6 ) 于 这 个 面 数 休 以 及 前 
和 丽 数 了 =1, 根据 40 一 4(D) 一 0 与 2 和 = 0, 就 得 到 
OU_ jw 
上 他 as=0， (19) 


(8) 


< 
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就 是 说 ,我 们 有 调和 画 数 的 第 一 个 性 质 : 网 相国 数 的 术科 如 数 汉 区 
域 的 界面 的 积分 等 于 老 。 
若 应 用 公式 (9 ) 于 调和 酚 数 7, 根据 4V =0， 就 得 到 : 


UVM) 1 人 00 _y or) ls (18) 
9 ey 。 


7 On On 


这 就 输出 基 和 夯 数 的 第 二 个 性 质 : 普 和 画 数 在 区 域内 任何 点 
的 值 , 可 以 由 公式 (13) 通过 这 西数 在 区 域 的 界 而 上 的 值 以 及 法 继 
导数 来 表达 。， 

注意 , 在 公式 (12) 与 (18) 中 的 积分 不 含有 而 数 呆 的 二 阶 导 
数 ,因而 应 用 这 两 个 到 式 时 只 须 假定 这 铀 和 而 数 以 及 它 的 一 阶 导 
数 在 区 域 上 直到 (S) 过 丢 就 行 了 。 为 要 肯定 这 一 点 只 须 把 曲面 
《8) 稍微 压 短 , 对 于 压 夭 的 区 域 (D) 号 出 公式 (12) 与 (18), 在 (D') 
上 站 汉 它 的 界面 ,二 阶 导数 也 爱 续 性 , 然后 把 CD) 扩张 到 (D) 再 

” 求 杖 限 。 压 短 可 以 这 样 作 , 例如 , 在 (8) 上 每 一 点 的 向 内 的 法 线 上 
截 具 有 相同 长 度 8 的 一 小 段 ,这 些 线 恨 的 端点 就 形成 一 个 新 的 ( 压 
适 的 ) 曲 面 。 这 里 曲面 (8) 应 当 是 这 样 的 ,对 于 所 有 的 足够 小 的 6， 

由 所 及 的 变 痪 作出 的 曲面 不 会 自 交 而 且 是 到 块 平滑 的 [193]。 这 
个 问题 将 在 第 四 答 里 才 话 彰 地 沟 。 

应 用 公式 (13) 于 一 种 特殊 区 域 ,就 是 应 用 于 以 Ho 为 中 心 、 至 
为 企 径 的 球 ,当然 , 假 识 面 数 T 在 这 个 球 上 是 调和 的 , 而 且 它 及 它 
的 一 阶 导数 直到 球面 (24) 是 速 逢 的 。 

在 这 情形 下 ,向 外 的 法 线 % 的 方向 与 球 的 第 径 的 方向 相同 ,于 

是 我 们 就 有 


由 公式 (18) 得 到 : 


TCM hls 0D), 


不 过 在 球面 Br 上? 的 大 小 保持 常数 值 RR， 所 以 


UNM) = 2 | aU dk + 元 | jv, 
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或 者 ,根据 (12) , 粘 果 就 有 


| vas 


U (M0) = -3 (14) 


2 fn 加 

Oe 时 遇 各 友 效 的 部 pe 上 : 在下 的 
而 的 宙 分 了 以 芝 于 的 而 

由 这 个 性 质 差 不 多 很 明显 的 可 以 推出 下 面 这 个 调和 丁 数 的 第 
四 个 性 贸 : 
区 区 域 的 边界 上 达到 已 及 最 小 值 ; 不 a 有 动 常数 的 的 

情形 除外 。 我 们 对 这 个 断 嘻 来 作出 详 姐 的 证 明 。 设 U (MY) 在 区 域 
(D) 的 某 一 个 内 点 Wai 达到 最 大 值 , 共 中 人 以 
aa 为 心 p 为 定 径 在 厂 内 作 一 个 球面 3,, 应 用 公式 (14) 并 用 画 数 
17 在 球面 3 上 的 最 大 值 0 来 替代 被 积 丽 数  。 这 样 , 我 们 
就 得 到 
UM) < UP"™, 

这 里 等 号 只 是 当 品 在 球面 3。 上 是 常数 而 且 等 于 U(M) 时 才 成 
立 。 依 照 假 没 , U (M1) 是 U(M) 在 D.E 的 最 大 值 ,我 们 可 以 肯定 ， 
等 号 成 立 , 于 是 在 属于 DD 的 以 Mi 为 心 的 任何 球面 上 及 其 内 部 
U(M) 是 常数 。 我 们 来 证 明 , 由 此 推 知 7 1) 在 整个 区 域 卫 上 是 
常数 。 


外 


3 
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发 四 是 位 于 刀 内 的 任何 -- 点 。 我 们 需要 证 明 U(N) - 
一 U11) 。 用 有 限 长 度 的 曲名 ! 过 楼 21 与 入 ,例如 用 位 于 内 
的 阶 形 折 线 , 屈 4 是 1 到 区 域 D 的 界面 S 的 最 短 距离 (4 是正 数 )。 
根据 以 上 所 证 , 在 以 Ma 为 必 C 为 军 径 的 球 上 170) 等 于 常数 
1 。 贞 Ms 是 由 fi 算 起 曲线 ! 与 所 说 的 球 的 球面 的 最 后 一 
个 交 鳞 。 我 们 就 有 乙 CGUa) =U (M1) ,于 是 依照 以 上 所 证 ,在 以 Ma 
为 心 9 为 年 径 的 球 上 UU(NU) 也 等 于 常数 U(M1)。 设 Ms 是 曲线 1 
与 这 个 球 的 了 球面 的 最 后 一 个 交点 。 像 上 面 一 样 ,在 以 Ms 为 心 4 为 
全 径 的 球 .上 丽 数 UV CU ) 也 等 于 常数 U (M1) ;以 下 佑 此 类 锥 。 如 此 
作出 很 多 个 这 样 的 球 就 可 以 肯定 UN) = DZ (MI), 于 是 证 完 。 也 
可 以 证 明 在 D 内 U(M) 不 可 以 有 极 大 值 或 福 小 值 。 利 用 所 证 明 
的 调和 画 数 的 性 质 ， 显 然 容易 汪 明 ,， 我 们 在 [185] 中 所 邵 的 狄 义 替 
惠 的 内 部 如 题 只 可 以 有 一 个 解 。 实 际 上 ， 若 假定 在 刀 内 存在 两 个 
调和 殉 数 U1(M) 与 Ta(WN) ,在 这 区 域 的 界面 S 上 取 相 局 的 极限 
秆 .AN)， 基 壮大) 一 Ta) 一 Da 在 万 内 也 满足 拉 普 拉 斯 
方程 ,就 是 说 , 上) 是 苦 和 画 数 并 且 在 曲面 8 上 各 处 它 的 标 限 
值 痢 等 于 穷 。 根 据 以 上 的 证 明 ， 由 此 而 接 推 知 , 六 (WM) 在 整个 区 域 
D 上 恒 等 于 雳 , 因为 否则 它 就 应 当 在 刀 内 达到 正 的 最 大 值 或 负 的 

最 小 值 , 这 是 不 可 能 的 。 如 此 , 在 整个 区 域 六 上 狄 义 赫 利 问题 的 
两 个 解 U4(MM) 与 Us(MM) 应 当 侈 同 。 同 样 可 以 证 明 犹 义 赫 利 外 部 
间 题 的 唯一 性 ,只 要 注意 到 依照 条 件 在 无 穷 远 点 调和 画 数 应 当成 
为 堵 。 

对 于 在 乍 面 上 的 庆 和 画 数 可 以 得 到 完 公 类 似 的 性 质 。 在 这 情 
形 下 赫 代 公 式 (18) 我 们 有 公式 


U(Mo) = 站 |, 人 U Or lgr WW)as, (15) 


应 用 有 
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UM = wn), Uas, (16) 


共 中 和 是 以 Wo 为 心 、 忆 为 定 径 的 圆周 .对 于 狭义 赫 利 外 部 闫 题 ， 
在 无 穷 远 点 不 是 像 三 准 的 情形 一 样 要求 等 于 圭 , 而 只 需要 有 任何 
的 有 限 极限 ,于 是 狄 义 克利 闫 题 的 唯一 性 的 证 明 也 与 以 前 的 情形 
不 同 。 我 们 在 第 四 丛 中 讨 这 个 证 明 , 在 那里 我 们 更 仔 和 的 考虑 狂 
义 炎 利 间 题 与 毅 依 闸 问 题 。 
现在 我 们 提出 ,任何 常数 是 调 秒 数 且 满足 边 值 条 件 
a0 | -0， 


On | 
由 此 硬 出 , 阁 产 估 曼 问题 的 解 加 上 任意 常数 , 则 得 到 的 和 也 是 东信 
曼 问 题 的 解 , 且 具 有 相同 的 边 值 -EL ,就 是 访问 依 是 问题 的 解 的 
确定 可 以 差 一 个 任意 常数 项 。 由 公式 (12) 也 可 以 推 知 , 在 磊 依 县 
内 部 问题 的 边 值 条 件 中 出 现 的 夯 数 . 7C2), 不 可 以 是 任意 的 ;而 应 
当 满足 条 件 : . 
|JfGnas=0, 


最 后 我 们 提出 , 当 U(M) 在 由 曲面 58 外 的 部 分 空间 形成 的 
无 劣 区 域 上 是 调和 的 时 , 公式 (13) 仍 然 正确 。 这 时 只 是 需要 在 无 
穷 远 点 关于 无 稚 小 U(M) 的 航 作 一 些 假定 , 只 须 (也 必须 ) 假定 ， 
当 无 限 远 移 时 ,下 面 这 不 等 式 成 立 
a| UM) | <4; 有 
其 中 及 是 由 以 到 原点 或 空间 任何 一 点 的 距离 , 4 是 一 个 常数 ,/ 
是 空间 任意 的 方向 。 在 所 述 条 件 下 要 证 明 众 式 (13) , 只 要 对 于 界 
于 曲面 8 与 一 个 以 M6 为 心 什 径 很 大 的 球面 之 间 的 有 界 区 域 应 用 
公式 (13) 。 当 这 个 什 径 趋向 无 穷 时 ,根据 以 上 所 暮 的 条 件 , 绍 球 面 。 
的 积分 就 等 于 霉 ; 于 是 对 于 位 于 & 之 外 的 任何 点 ,我 们 得 到 公式 


|<4, (*) 


ts 
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(18) 。 在 第 四 答 中 我 们 将 看 到 , 若 当 点 从 无 限 远 移 时 (MM) 趋 向 
雾 , 则 条 件 (一 定 病 足 。 

195， 关 于 图 的 狄 义 赫 利 问 题 的 解 ” 在 前 一 段 中 我 们 流 过 多 
义 料 利 问 题 只 可 以 有 一 个 解 ,但 我 们 还 不 知道 它 一 般 有 没有 解 。 
我 们 现在 不 就 一 般 情形 考虑 这 个 问题 ,而 只 限于 考虑 特殊 情形 。 
为 此 我 们 讲求 这 问题 的 解 的 各 种 方法 。 由 平面 的 情形 开始 。 

设 要 求 一 个 画 数 ,在 一 个 加 内 是 调和 的 , 且 在 这 个 图 的 圆周 .上 
取 和 预先 欠 定 的 值 。 设 且 是 这 个 加 的 盾 径 , 到 这 图 的 心 作为 华 标 原 
点 。 这 时 在 同 周 上 萎 定 的 极限 值 要 在 图 周 上 表示 成 极 角 的 某 一 个 
已 知 的 连 炽 而 数 /(0) 。 在 图 内 取 具 有 极 坐 标 (7, 9) 的 变 点 用 。 未 
知 而 数 应 当 满足 拉 普 拉 斯 方程 [119]: 

(部) 名 

或 
他 
2 


02 
2 一 一 一 一 
7 款 久 pr 二 OF 0。 (17) 


在 这 情形 下 ,我 们 应 用 富里 埃 方 法 来 求 方程 (17) 的 解 ,使 有 具有 
一 个 只 含 9 的 画 数 与 一 个 只 含 7 的 画 数 的 乘积 的 形状 : 
U=x(0).w(r), (18) 
把 这 表达 式 代入 到 方程 (17) 中 : 
Fo" (rn) x0) +ro'(r) (0) 十 % (0 wr) 一 0， 
加 
和 如 rw nD 直人 (7) 。 (181) 
这 个 方程 左边 只 合 有 一 个 自 变 量 0, 右边 只 合 有 自 变 量 7, 于 
是 推 知 , 两 边 应 等 于 相同 的 常数 , 我 们 把 它 记 作 ( 一 她 ) 。 如 此 , 就 
得 到 两 个 方程 : 
Xx" (0) hy(0) =0 与 720"(7) 十 ro — P(r) =0, 
在 £0 时 由 第 一 个 给 出 : 
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x(0) = AcashO+ Bsin kb, 
第 二 个 是 尤 拉 方程 [92]。 求 它 的 形状 为 wo(7) =7”* 的 解 : 
Tm m1) rm 2 十 9 一 下 0 一 0， 
由 此 消去 "”， 就 得 到 m2 一 如 =0, 就 是 m== 土 %, 于 是 只 要 常数 
不 等 于 雳 ,这 方程 的 一 般 积 分 就 是 : 
wW(7)=0Or*+ Dr-*, 
代入 到 公式 (18) 中 就 得 到 关于 .7 的 表达 式 : 
U= (4cos80+PBsn8) (Orr+ Dr-*), (19) 
当 %=0 时 ,我 们 有 方程 
X0 (0 一 0 与 ro ) 十 or) 一 0， 
于 是 不 难 证 明 ,可 以 得 到 : 
U=(A4+BO) (C+DIg"), (191) 
在 公式 (19) 与 (191) 中 , 4, B,C,D 与 上 都 是 常数 ,现在 我 们 
来 确定 它们 。 注 意 ,角度 9 增加 2z 相当 于 绞 坐 标 原点 转 一 图 。 这 
时 军 值 机 数 U(r?, 9) 应 当 回 到 原来 的 值 ,就 是 裔 ,公式 (19) 中 依赖 
于 6 的 第 一 个 因子 应 当 是 9 的 以 27 为 局 期 的 周期 画 数 。 由 此 推 
知 ,常数 只 可 以 取 整 数 秆 上 = 土 1, 圭 2, 土 3; …， 十 mn， …。 
不 过 车 在 公式 (19) 中 代入 以 X=% 或 $= 一 n, 居 由 于 采 数 B 
的 任意 性 ,所 得 到 的 结果 恰好 相同 ,所 以 常数 可 以 只 限于 取 正 整 
数值 (问题 的 特征 数 ) ,就 是 说 , h=n (n=1, 2, 3, …)。 
由 于 人 解 (19;) 的 周期 性 需要 使 得 常数 B 等于零。 如 此 ,我 们 求 
出 下 面 的 解 : 
U(r, 0) = (A,cosn0 + B, sinng) (Cr+ Dr™") 
(n=1, 2，3，…) ; 
Uolr, 0) =Ao(Cot Dolg 7), 
这 里 对 于 整数 ”的 不 同 的 值 ,常数 可 能 是 不 同 的 ,所 以 我 们 区 别 开 
它们 的 值 。 现 在 再 看 第 二 个 因子 , 宅 恢 束 于 7, 注意 ,在 圆心 ,就 是 
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当 +=0 0 时 ， 未 知 解 应 当 是 有 限 的 ,而 且 是 连 积 的 。 由 此 推 知 ,必须 
设 所 有 的 常数 D, 与 Do 都 等 于 雾 。 用 4, 记 任 意 常数 4.0。, 用 B，。 


起 0, 用 各 让 4s06, 我 们 可 以 把 解 写成 下 面 的 形状 : 
U(r,0)=(A,cogng+ Bsinnd)r" (n=1,2,..); 
retr, 仿 = 学。 


根据 拉 普 拉 斯 方程 是 线性 的 而 且 是 齐 次 的 ,这 些 解 的 和 也 是 
个 解 ,就 是 流 ,我 们 得 到 下 面 形 状 的 解 : 


(Cr 人 = 多 十 B31 (4A, cosnb + B, sinnd)r*, (20) 
现在 我 们 依照 答 定 的 边 值 条 件 
Ur, 0)| ,=7(0) Gay 


来 确定 任意 常数 4, 与 B,, 其 中 J (9) 是 答 定 在 区 间 ( 一 wb<m) 
上 的 过 第 系数 ,并 且 f (一 x)=f(m)。 
这 个 条 件 答 出 
f(0) 一 名 + 3| (Acosng+B, sinng) R*, (22) 


由 此 看 出 , 在 长 为 3r 的 区 间 上 , 例如 在 (一 x, 十 ww) 上 , 而 数 
沁 ( 殷 的 高 里 埃 系 数 是 4,R* 与 B,R"。 人 


A di;B 
= zr| (0) 00snt dt; B,~— Er 


计算 出 4，B， 把 由 此 得 到 的 车 果 代 人 到 公式 (20) 中 就 得 出 狄 久 
赫 到 闸 题 的 未 知 解 。 

上 比较 富里 埃 般 数 (22) 与 给 出 问题 的 解 的 公式 (20) , 可 以 把 得 
到 的 千 时 叙述 如 下 :为 要 得 到 关于 导 的 犹 义 赫 利 辣 题 的 解 ,需要 殷 
出 关于 边 值 /多 的 富里 埃 般 数 , 再 把 这 般 数 的 第 mw 二 1 项 乘 以 


| /Osinem ds (29) 
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替代 无 穷 毅 数 (20) , 也 可 以 把 解 表示 成 定 积分 的 形状 。 把 系 
数 的 表达 式 (283) 代 天 到 公式 (20) 中 : 


047,0)= 走 ] ft 总 译 | 7 osn(t-0) (天 


或 Vr,0)= 有 HO [42 cosn(t-0) J], 
由 [I,174] 中 公式 (14) 直 接 得 到 : 


1—r? 


| S! 所 CE 
1+2 2 rcosng ee (0<7<1), (24) 


用 ( 务 ) 蔡 代用 (一 候 厅 代 p， 精 果 就 得 到 厅 (”, 9) 的 如 下 

的 表达 式 : 
UO | Sh 以 击 = i Fr (0) 

我 们 提出 ,， 若 我 们 不 把 方程 180) 的 两 边 让 作 ( 一 胞 , 而 记 作 
(+9) , 则 在 表达 式 (19) 中 ,替代 (4oosh0+Bsin 10) 就 有 (4 十 
汪 Be) ,而 对 于 任何 的 实数 ,后 面 这 个 而 数 不 是 周期 的 。 

引出 公式 (25) 时 ,我 们 假定 了 狄 义 赫 利 间 题 的 解 存 在 ,也 就 是 
未 知 面 数 Ttr， 9) 存 在 。 此 外 ， 我 们 利用 了 了 (0) 的 富里 堵 级 数 展 
天 式 , 这 提 不 是 必然 底 立 的 ; 井 且 我 们 在 这 表达 式 中 下 楼 代入 了 
”一 卫 。 所 有 这 些 边 使 我 们 需要 验证 公式 (25) , 就 是 说 ， 我 们 应 当 
证 明 , 在 < 且 的 加 内 ,公式 (25) 右 边 的 积分 痊 出 衰 和 画 数 ,并 且 
了 (9) 是 这 丽 数 在 这 图 同上 的 标 限 值 。 我 们 提出 , 公式 C25) 中 的 积 
分 中 做 上 阿 芭 积 俱 。 

196. 下 阿桑 积分 “为 简单 起 见 , 在 这 一 段 中 我 们 筑 作 加 的 中 
径 五 等 于 于 是 公式 (25) 可 以 写成 下 面 的 形状 ; 


U(r, 0) a | f0) 下 di。 (26) 
2 J -x 工 一 27 cos 一 六) 47 ° 


的 
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这 个 积分 给 出 了 与 4 的 一 个 画 数 , 因为 它 的 改 积 夯 数 的 第 二 
个 因子 
二 
Te nT .2 

中 , 除 积分 变量 上 外 , 还 含有 贿 变量 7 与 9 。 这 时 对 变量 0 来 光 ， 
画 数 (27) 以 2 为 周期 ,所 以 画 数 (26) 也 以 2z 为 周期 。 由 显 
然 的 不 等 式 1 一 27 cos(t 一 外 十 从 记 1 一 录 士 径 一 圭一 入 2 推 知 , 当 
0<r<1 时 , 表达 式 (27) 以 及 它 的 任何 阶 导 数 都 是 "与 9 的 过 纺 
画 数 。 由 此 推 知 ,积分 (26) 可 以 在 积分 号 下 对 7 与 0 求 导数 [801， 
这 时 求 导 数 只 涉及 因子 (27) 。 不 过 , 利用 极 坐 标 系 中 拉 普 拉 斯 算 
子 的 表达 式 [119] , 不 难 验 证 , 范 数 (27) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 。 由 此 
直接 推 知 , 当 了 < 工时 ， 公 式 \26) 确定 一 个 调和 夯 数 U(r, 0)。 只 
剩 下 要 证 明 , 它 在 加 周 +=1 上 的 极限 值 等 于 了 (9), 这 也 就 是 证 明 
的 主要 部 分 。 

首先 我 们 注意 , 车 在 公式 (26) 中 规 了 (=1, 则 调和 画 数 
Ur, 9) 就 恒 等 于 1 就 是 褒 , 下 面 这 个 到 式 是 正确 的 。 


A 1—7? 
a 寺 | 1—2rcos(t—0) -73 Wi, (28) 


我 们 来 证 明 这 个 公式 。 依 照 (24) 
| 

ee 
右边 的 航 数 对 t 来 多 是 一 致 收敛 的 ,因为 这 个 级 数 的 项 的 彼 对 值 
不 大 于 2r"。 由 这 航 数 对 t 水 项 求 积 分 ,就 得 到 (28) 。 

确定 于 圆周 +=1 上 的 贾 数 了 (t) 以 2x 为 周期 , 就 是 说 
了 (一 7) 二 了 (wz)。 我 们 假定 在 区 间 ( 一 ww, w) 之 外 它 依照 周期 性 的 
规律 延 檀 , 于 是 我 们 就 得 到 了 在 区 间 一 co<:< +co 内 以 2z 为 周 
期 的 连续 画 数 了 (t)。 

代替 t 我 们 来 引 久 新 积分 变量 1-0=p, 即 寻 9 二 0, 因而 


=1+2 Sroosn(t—0) (0<r<1), 
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= i 注意 到 f(D 和 cos(t 一 人 的 周期 性， 我 们 仍然 可 以 保留 以 
前 的 积分 区 间 ( 一 rr, x) [142] ,因而 可 以 写 出 : 


Je,9= 去 全 “flp+0) Trp, (29) 
役 点 (7, 9) 趋 向 在 略 周 上 的 点 (1, 2) 。 达 时 我 们 需要 永明 
lim U(r, 0) =f(06)。 
在 积分 (28) 中 作 辣 样 的 变量 改换 ,两 边 乘 以 (do) , 再 由 (29) 
逐 项 减 去 ,得 到 的 业 果 就 是 : 
Ur, 0) —f (00) = 


-i) Uf (0+0)- CT 区 二， (30) 


5 

我 们 需要 证 明 , 当 7-?1 而 0->06 时 ,右边 的 积分 趋向 雾 , 就 是 
说, 只 要 7 与 1 足够 近 而 0 与 bo 足够 近 时 , 这 积分 的 稳 对 值 可 以 
协 意 多 么 小 。 对 于 葵 定 的 任何 正 数 ,可 以 指出 这 样 的 7, 使 得 在 
区 则 -n<p<n 上 , 当 9 与 % 足够 近 时 ， 


[f(g+0) —f (00) |< (31) 
分 (80) 中 ,把 积分 区 则 分 为 三 部 分 : 
(~ —W), (~ 0), (W, mr)。 《32) 


我 们 来 估计 沿 第 二 个 区 则 的 积分 的 息 对 值 : 
i 工 一 和 2 
D= 支 | [f(p+0)— f(00)1 Taroosp i o 

注意 到 积分 号 下 的 分 式 是 正 的 , 我 们 把 差 f(p 二 9) 一 /bo) 换 

成 它 的 移 对 值 ,再 应 用 (31) ,就 得 到 : 
ft 工 一 2 
[Zl < 喜 | 工 一 Broom tr 4 

或 者 ,加 宽 积 分 区 洁 : 


<. 1 
Ee 
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于 是 ,根据 (28)， 
I < (88) 
现在 我 们 考虑 淮 (32) 中 第 一 个 区 疝 的 积分 。 在 这 区 沿 上 
cos 0 委 C087,， 于 是 
1—2r eos p+72>1—2rc08n+t+72= (1—7)?+27r(1 -co8ny 
或 工 一 27 cosp+t+7?>47 sin® 2 


由 于 (是 连 秆 丙 数 , 差 [f(p +9) -了 (0,)] 的 稳 对 值 不 超过 
某 一 个 确定 的 正 数 下 、 如 此 , 对 于 泽 (32) 中 第 一 个 区 地 的 积分 我 
们 得 到 估计 值 : 


NM 2 
(wr 一 功 ， 


(11| < 一 > 
Bxr sin2 坟 


1 
2 
对 于 治 (82) 中 第 三 个 区 间 的 积分 也 可 以 得 到 合同 的 估计 值 。 当 六 
趋向 时 ， 上 面 这 不 等 式 右边 趋向 墙 , 于 是 推 知 , 对 于 所 有 的 与 1 
足够 近 的 ， 沿 (33) 第 一 个 与 第 三 个 区 疝 的 积分 之 和 的 纸 对 个 
< 总 。 注 意 (38) 以 及 。 的 任意 小 性 , 我 们 可 以 肯定 , 当 六 并 而 
9 一 0 时 ,等 式 (30) 的 右边 确实 趋向 雳 。 

现在 我 们 指出 积分 (26) 与 画 数 .7(O) 的 富里 块 级 数 的 速 系 。 这 
个 富里 埃 航 数 具 有 (22) 的 形状 ,我 们 现在 证 R=1: 


名 + S40sng + B,sinnd), (34 
其 中 的 系数 是 当 R= 时 由 公式 (23) 确 定 的 。 例 如 , 若 f(9) 满 足 
狭义 赫 利 条 件 [343] ,型 对 于 任何 的 9, 航 数 (34) 收 合 。 不 过 在 一 - 
般 的 连 绩 函数 的 情形 下 , 我 们 不 可 能 这 样 断定 。 但 是 在 任何 情形 
下 , 当 和 >coe 时 4 与 了 3 一 0, 于 是 当 7<1 时 , 般 数 
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刍 士 3 (A, cosnd + B, sinnO) rr (35): 


收敛 , 工 且 由 [195] 可 知 , 这 个 航 数 的 和 给 出 画 数 (26) 。 此 外 ,出 才 
证 明了 , 当 一 尘 时 级 数 (385) 的 和 趋向 /2)， 就 是 说 , 它 趋 向 一 个 
画 数 ,而 富里 埃 级 数 (34) 就 是 由 这 个 丽 数 作出 来 的 ,这 里 窜 里 埃 航 
数 (84) 可 能 是 发 散 航 数 。 

把 这 样 的 想法 应 用 于 任何 的 航 数 


p22 (36) 


车 这 个 级 数 收 合 而 有 和 s, 旭 由 宕 般 数 理论 中 的 亚 内 尔 定理 
[I, 148] 可 知 , 当 Or<1 时, 级 数 


w(7)= 3 Ur” (87): 

收 笋 ,再 根据 它 在 区 间 0<7?<1 上 是 一 致 收 钱 的 [I, 149] ,我 们 就 
有 : 

lim w(r) =so (838》 


ml-0 

不 过 也 有 时 级 数 (36) 发散, 而 当 0<7<1 时 般 数 (87) 收 铬 , 大 
且 当 7>1-0 时 w(r) 有 极限 , 就 是 说 ,(38) 成 立 。 在 这 情形 下 , s 
叫做 发 散 般 数 (86) 在 查 具 尔 意 义 下 的 广义 和 ,并 且 我 们 说 ,依照 王 
具 尔 意义 , 航 数 (36) 是 可 求 和 的 。 由 下 所 述 直 接 推 出 ， 对 于 收 敏 驾 

数 ,这 个 广义 和 存在 而 且 与 普通 的 航 数 和 全 同 。 

以 上 所 得 到 的 关于 下 阿桑 积分 的 烙 果 可 以 叙述 如 下 : 若 对 于 
任何 的 9, 82) 是 速 统 的 周期 两 数 ， 则 依照 查 具 尔 意义 , 它 的 富 蜂 
埃 和 级 数 是 可 求 和 的 ,而 县 广义 和 等 于 了 (0) 。 还 要 提出 一 点 ,我们 
讨 葵 下 阿 葵 积 分 时 ,让 点 (7, 0) 趋向 极限 点 民 , 0) 时 , 并 不 限制 要 
沿 着 年 径 , 而 是 可 取 任 何方 式 的 。 

裔 在 积分 (26) 中 ?>1。 像 以 上 完 双 一 样 , 可 以 肯定 , 这 时 积 
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分 (26) 在 图 周 ?= 之 外 葵 出 一 个 调和 廿 数 。 为 要 讨论 它 的 极限 . 
值 ,我 们 把 它 写成 下 面 的 形状 : 


sdt。 (26,) 


Ur,0)=— [fe - 
BA 志 |- ,0 1—21.cos(t—0) 十 (二) 
如 果 在 积分 (26) 中 用 了 来 普 代 ,就 与 这 个 积分 全 同 ,并 且 
根据 7>1, 我 们 就 有 十 <1。 各 此 , 把 以 上 的 理由 ,应 用 于 公式 
(26) 中 的 积分 ,把 换 研 十 ,于 是 当 点 (r, 0) 自 加 周 外 趋向 点 
(1 90) 时 ,而 数 (26)) 趋向 (66) 。 如 此 ,我 们 可 以 断定 , 画 数 


上 
V(r,9)- 吉 | 2 (I= 27 cos(t— Ee 


欠 出 关于 轿 周 "= 工 外 的 一 部 分 焉 面 的 ,有 只 有 极限 值 7 人 的 狄 义 
赫 利 问题 的 解 。 当 点 (w， 09) 无限 远 移 时, 出 壤 后 这 公式 看 出 , 丽 数 
V(r, 分 有 有 限 的 极限 : 


村 是 1 中 三 5 
lmeyg= 过 | Gd ， 


以 上 我 们 提 到 过 ,对 于 在 一 个 封闭 界线 ! 之 外 的 平面 的 无 穷 
部 分 ,狭义 办 利 问题 的 解 V(C21) 是 唯一 的 , 只 要 假定 当 点 型 无 限 
远 移 时 ,未 知 夯 数 趋向 有 限 的 极限 。 

197， 关 于 球 的 狄 义 赫 利 问题 ”发 是 球 (3) 的 御 径 , 了 (MM') 
是 广 和 画 数 在 球面 上 的 已 知 的 极限 值 ,这 里 M' 是 这 球面 上 的 变 
点 。 我 们 假设 (WM ) 是 在 球面 上 速 秆 的 两 数 。 

我 们 现在 考虑 (2) 内 的 任何 一 个 定点 Mo, 井 用 7? 表示 空 湖 的 . 
变 点 双 到 Mo 的 距离 。 与 点 Mo 同时 ,我 们 还 考虑 位 于 球 军 径 ONMo 
的 延长 楼 上 的 一 点 Mi, 它们 之 间 具 有 下 面 的 关系 (图 142) : 

OMo: ON = R?, (39) 


学 孝 程 


位 于 球 (2) 之 外 的 点 Mi. 

对 ( 习 来 莱 , 有 时 叫做 Wo 的 对 
称 点 - 用 六 来 刀 变 点 凡 到 Ja 
的 距离 。 若 用 出 现在 球面 (2 
上 某 一 点 对 ' 的 位 置 , 旭 了 与 
71 两 个 量 由 简单 的 关系 相 圳 
系 ,现在 我 们 来 求 这 个 关系 。 注 
意 , 三 角形 OMM' 与 OM1M' 

图 142， 是 相似 的 ， 因 为 它们 有 以 0 为 
项 角 的 公共 角 , 并 且 由 于 (89) 作 成 这 两 个 角 的 两 组 边 成 比例 。 出 
相似 性 推出 : 


| MM' | _ | OM, | 


FT 
滤 2 IOMoi 
或 1 及 
由 此 
二 (40) 


其 中 p= 10Mo| 是 球 心 到 点 Ju 的 矢 径 的 长 。 负数 去 在 于 内 不 
会 成 为 无 劣 大 ,因为 MM 位 于 球 外 , 并且 在 球 内 它 是 一 个 诗 和 而 数 
[119] 。 公 式 (40) 欠 出 这 个 面 数 在 球面 上 的 边 值 。 融 (20) 是 狄 
义 赫 利 问题 的 未 知 解 。 公 式 (13) 闪 出: 
pe 
1 外 oU y 
Da = 去 ||G + on as。 (41) 


(£2) 


一 方面 ,应 用 及 式 (6 ) 于 淹 和 册 数 上 与 一 二 ,就 得 到 : 


> 


2 


入 
me | Ne J Sik i 
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PE 
0= | (+ 0- 交 )as。 (42) 


(2) 多 


(42) 深 项 乘 以 常数 她 3 再 由 (41) 减 去 , 根据 (40) 就 消去 了 


2 ， 
名 ， 
af ali 
A 


不 过 在 (23) 上 的 值 可 以 表示 拟 已 知 画 数 .f (NM'), 于 是 我 们 
可 以 写成 : 


a 1 1 
+ [ 震 a 及 和 a( J ) 1 
U(Mo) = 十 a fu)|[ 一 ¥ os。 049) 
这 个 公式 就 解决 了 关于 球 的 狄 义 桩 利 问 题 ,内 为 积分 号 下 是 
已 知 的 量 。 我 们 再 来 变换 方 插 号 中 的 差 。 首先 要 注意 , 曲面 了 = 
一 常数 是 以 Mo 为 心 的 球面 ,所 以 grad7 是 一 个 长 度 为 1 的 矢 斌 ， 
具有 丙 硅 的 方向 ,于 是 礁 知 


Gr gradr = CoS(7, os 
Wi 
On 73 
1 
of{— 
同 理 GO) 


其 中 在 余 世 刀 号 下 的 7 与 11 各 记 用 0 阴 与 有 用 的 方向 ,这 就 输 
出 


1 1 
(二 a(=) 
BSA M7) TI < 
2 一 cos(r, n) 7 cog(r1, m)。 (44) 


引用 一 个 量 p1= 10Mi| 一 全 ， 由 三 角形 0OMMo 与 0M0 
可 以 写成 : 
p2 一 再 2 十 72 一 2Rr oos( n); p=R+7i—2Rricos(r1, %)o 
由 此 确定 出 cos(ry ?0) 与 cos(riy mw 代 人 到 表达 式 (4 和 中 , 概 
据 (40) 与 p1 的 定义 ,就 有 : 


a A a() _ Bp? 


p On Co Er3 
于 是 下 式 (43) 可 以 守成 下 面 的 形状 : 
van nin) ON Es 5) 


或 者 ,引用 由 撩 径 026 与 变 矢 径 0M?' 作成 的 角度 y， 点 和 ' 的 角 
球面 坐标 (2 ， 9 站 以 及 点 以 的 球面 坐标 (po, 6， 80) , 这 里 坐标 原 
点 在 0 点; 

Ulp, bo Yo) 一 


3_ 2 


RB 上 
-天 | 7 9) p= (Ba— opReosy Tp) 


所 得 到 的 表示 U (M0) 的 积分 与 下 面 情形 下 的 下 阿桑 积分 类 
似 。 为 要 证 明 出 现在 公式 (45) 中 的 积分 输出 调和 而 数 ,只 须 引 明 ， 
对 于 固定 的 点 Mr 秀 式 -公款 生 是 Mo 的 朝 和 夯 数 。 引 用 球面 
开标 系 ,以 点 了 ' 为 坐标 原点 , 由 M' 到 0 的 方向 为 二, 记 作 
必 = 人 OM'Mo，。 这 时 p?== 局 一 2R7 cos9 十 m2 于 是 


Ri—p? _ 2Reosg _1 
Tr > 7 


sin0'ad0'do'。(46) 


9 


把 这 个 差 代入 到 球面 坐标 系 的 拉 普 拉 捧 方程 中 ,就 可 以 肯定 
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上 遂 的 务 式 是 点 ,的 击 和 而 数 。 现 在 证 明 ,对 于 球 内 ju 的 任何 
位 置 ,下 面 这 到 趟 成 立 ; 
了 人 至 5 -1。 (*) 


殖 引 用 球面 坐标 系 , 以 点 O 为 坐标 原点 ,由 O 到 用 6 的 方向 为 
ZZ 朝 , 在 这 情形 下 , 6= MOM', 7 二 忆 一 2Rpcos9 十 p?。 出 现 
在 公式 (*) 中 的 积分 就 是 
PR?—p? | PR?2sin0 db dp 
4 已 0 《本 2 一 2 玉 p cos0 十 p2) 
攻 本 singdbg _ 
2 (RB?—2pRoeos0+p’)™ 


9=0 


-4 


人 (Re 2pRcos0 十 po) 


或 者 ,注意 到 2 就 得 到 公式 (*) 


| 2 二 43- Ee (这 二 ip )=1. 


最 后 要 证 明 积分 (46) 在 球面 上 具有 边 值 CM)， 这 可 以 像 在 
下 阿 骏 积分 的 情形 所 作 的 一 样 作 。 
下 面 的 公式 猴 出 具有 边 值 7C2 7) 的 狄 义 赫 利 外 部 问题 的 解 : 
TU -al EE (0 
(2 


= 和 9 


Ulp, Oo, yo) = 


= 也 "Jf (0! ) eR ,sinO'dg' dp', (461) 
?TpRony ro) Po 


其 中 p=10Mol ,r=|M6M'|,yY 一 人 MoOM', 不 过 在 这 情形 下 
PR。 像 上 面 一 样 ,可 以 肖 定 , 公式 (45 中 的 积分 在 球面 外 答 出 
调和 画 数 。 为 要 验 什 UMo) 的 极限 值 等 于 (HM), 把 (461) 写 成 
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下 而 的 形状 : 


Ulp, 00, 90) = 
1 (2x fx RR?2-- v2 . 


(46») 
其 中 p/'=p71 而 B=RTY。 这 时 p'< 忆 , 当 点 (p, 加 ,yo) 趋 向 位 于 
球面 了 上 的 点 履 (R，,9, 9) 时 , pg po 趋向 (局, 9,p)。 根 
据 对 于 球 内 所 得 到 的 千 果 ,我 们 就 有 : 
1 mT . 有 

到 | 1\0', 2 1) (了 2 一 or 
于 是 ,注意 到 p' 忆 ,就 可 以 肯定 公式 (46) 的 右边 趋向 了 (MMU), 这 
就 是 我 们 所 要 证 明 的 。 还 要 提出 ,根据 (46), 当 Mo 点 无 限 远 移 
时 ,就 是 当 po->cs 时 , Ulp, go, 80) 趋 向 需 。 这 是 由 于 公式 (46) 
约 积分 时 下 的 分 子 合 有 p?”, 而 分 母 显 然 与 六 同 级 。 

198. 格林 簿 数 “ 由 所 跟 的 关于 球 的 钠 义 东 利 问题 的 角 ， 可 以 引出 关于 任何 曲面 
(5) 的 狄 义 博 利 内 部 加 通风 一 般 情形 的 对 答 。 公式 (18) 不 能 直接 栓 出 问题 的 解 ， 因 为 
在 重 积分 号 下 出 现 的 ,不 仅 是 在 曲面 上 具有 已 知 值 的 7 而且 还 有 -3 。 为 要 得 到 间 
题 的 解 , 需要 请 去 -5 。 柄 Mo 是 (8) 内 一 定点 。 敲 已 知 画 数 G1(M; M0) 具有 下 进 丙 
个 性 贤 :(1) 作 为 变 点 M 的 画 数 ,已 在 (8) 内 是 再 和 夯 数 ;( 2 ) 在 曲 西 (S) 上 也 的 极限 值 
等 对 二 ,其 中 + 是 (3) 上 的 变 点 到 Mn 的 距离 。 觅 Za0) 是 钓 义 畦 利 癌 题 的 未 知 解 。 应 
用 公式 (6 ) 于 般 和 而 数 Da) 与 Ci(L;Mo) ,可 以 写成 : 


0- 人 [repeat -ed ao Das, 
(9) 


sin bobo 天 MD)， 


或 者 ,根据 关于 GL(M;340) 的 杜 限 条 件 : 
_ ff OG1(M;M0) _ 1 20(M) 
"=ron se SD i200 |as。 
这 个 等 式 和 以 二 ， 再 与 (13) 相 加 ,就 得 到 : 


vu =- 走 |[000 2 [i605; uo Jas。 (47) 


从 
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如 果 男 数 GaM ;Mo) 是 已 知 的 ,这 个 公 趟 就 输出 问题 的 解 。 在 方 括号 中 的 莱 : 
GO M0) = G1(M; Mo) (48) 


时 做 关于 以 曲 甫 (8) 为 界 的 区 域 以 点 26 为 梳 点 的 格林 本 数 。 由 G1CM; Wo) 的 定义 瓜 
出 格林 画 数 的 两 个 基本 性 质 : 
1 除 点 开外 , G(M; 怠 0) 在 (5) 内 是 库 和 西数 ,在 点 Mo 它 成 为 无 穷 大 ,而 盖 
GM No 一 加 保持 有 界 , 并 且 在 (5) 内 处 处 是 级 各 丽 数 。 
2. 在 曲面 (S). 上 G (CM; Mo) 的 极限 值 等 于 溜 
如 果 我 们 把 一 个 单位 正 电 带 称 到 点 Mo, 井 假定 (3) 是 一 个 与 地 面 连接 的 导 面 , 划 
格林 区 数 C4a ;3o) 栓 出 在 (S) 内 所 得 到 的 电场 的 电动 势 。 
在 球面 的 情形 下 ,根据 公式 (26)， 西数 G1(2 ;0 就 竺 于 2 二 ， 肌 格林 毅 数 就 
是 : | 
GNM; Mo = 有 ,车 。 (49) 
p 六 
我 们 得 到 公式 (各) 时 ,利用 了 公式 (18) 并 对 UU(L) 与 G1(M; M0) 应 用 了 档 困 积 
公式 。 应 用 这 些 积分 公式 的 可 能 性 需要 特别 证 曙 , 这 些 评 明 在 池 当 辽 泊 曲面 (8) 对 对 
导数 的 研究 。 在 对 子 曲 面 (5) 以 及 (8) 上 的 配 数 UU( 六 ) 有 园 广 泛 的 假定 下 ,公式 ( 纪 ) 的 
严格 证明 是 A, M. 拉 普 识 夫 首先 欠 出 的 。 
对 村 平面 的 情形 ,完全 类 伏 的 ,我 个 有 关于 狄 义 圭 利 内 邦 问 题 的 解 的 公式 : 
TCD = 去 | VM) EMO). qs, (471) 


其 中 昼 守 以 1 为 界 的 区 域 ,以 0 为 极点 的 格林 函数 C(M; Mo) 具有 下 述 的 两 个 性 贸 ; 

革除 点 Mo 外 在 () 内 GCM; Mo) 是 句 和 夯 数 ， 在 点 Mo 寥 成 为 无 稚 大 , 而 划 
GCC; M0) 一 18 土 在 点 Mo 也 是 裔 和 肖 数 。 

2 在 界 辜 (上 GaM ;于 0) 的 极限 信 竺 于 震 。 

不 难看 出 ,只 可 能 存在 一 个 具有 上 还 两 个 性 质 的 本 数 。 实 际 上 , 假如 有 了 两 个 : 
GM; 有 0 与 GD(MUM; M0) , 则 在 必 或 工 内 它们 的 粹 GCM; Mo) 一 GD(M; MO 到 
处 是 镜 和 的 ,而 且 在 避 或 了 上 的 边 值 等 于 鹤 , 于 是 这 个 差 在 3 或 1 内 恒 等 学 等。 

199， 牛 空间 的 情形 ”作为 应 用 公式 (好 ) 的 特例 , 我 们 考虑 关于 后 空 闻 的 狭义 芋 
利 间 题 。 要 求 一 个 在 中 罕 章 ?二 0 上 的 调和 函数 已 (r,， y, 4) , 识 已 知 它 在 不 面 ==0 上 
的 边 什 f(z, 9): 

Ulao= f(s Wo (50) 

设 7 是 由 变 点 ML 到 点 Mo(zm, yo 0) 的 距 疹 ,切中 如 >0; 庆 是 由 变 点 下 到 点 
0(zoyo， 一 20) 的 距离 ,对 平面 :一 0 素 迹 ,46 是 和 0 的 对 称 点 。 在 牛 空 关 z0 上 入 
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式 汪 - 是 点 并 a 串 和 函数 ， 园 为 M6 依 于 这 个 上 空间 之 外 。 若 并 出 现在 平面 ?==0 卡 ， 
Rn 人 然 工 = 工 。 如 此 ,在 所 考虑 的 情形 下 ;格林 丁 数 有 下 面 的 形状 : 


na 1 二 
A UI go 


1 
VC-m tite) 


对 于 人 空间 *> 0 来 洲 , 平 曾 < 一 0 的 向 外 的 法 机 的 方 册 是 与 地 相反 的 方向 ， 就 
是 贤 ， 她 一 一 巷 ,于 是 公式 (47) 粳 : 


1 
~ CzorT (YY Tso ~ 


Zeo yo 70 =2 |, Wal[ 


1 
CT cra le Ye 


对 方 括号 内 求 导数 后 需要 融 *= 0。 化 简 , 猪 果 得 到 : 


(zy 
Zoo 如 = 闲人 三 到 思 DT ma OD 


我 倘 不 来 验证 ,右边 代 央 的 戌 诸 和 囊 数 , 并且 当 (xo, yo，s0) 趋向 (2 y, 0) 时 它 有 
极限 值 /xz， 9)。 在 这 情形 下 , 无 劣 远 点 位 对 区 域 的 界面 上 , 不 难 验 证 , 所 作出 的 解 具 
有 下 述 性 里 : 落 jz， y) 在 无 稚 远 点 连结 , 就 是 向 , 着 当 点 (x, 2) 在 平面 *=0 上 污 限 远 
称 时 f(x, Y) 有 有 限 的 确定 的 极限 a, 旭 当 点 (xo, 20) 在 牛 宪章 >>0. 上 无 限 远 移 时 ， 
UU (xo, yo so) 具有 相同 的 柱 限 a 。 

换 句 请 上限 就 是 , 若 f(z, y) 在 无 穷 远 点 连 综 ， 则 所 作出 的 解 在 元 穷 远 点 也 有 所 咒 要 
的 极限 值 。 

完全 类 做 的 , 当 考 虑 关于 中 平面 y>0 的 狄 义 糙 利 半 是 的 解 时 ,格林 责 数 有 下 驳 的 
形状 : 


EE 1 _ 1 
了 了 让 SG 
并 且 对 于 边 乱 


Uly-o=f (x) (52) 
公式 (470) 粉 出 问题 的 解 : 
了 (my yo) 一 -如 Ww 区 二 To C58) 


在 第 四 管 中 我 们 再 仔 条 考虑 巧 仗 受 问题 。 
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200. 质 体 的 势 量 在 以 5 为 界面 的 有 界 区域 卫 上 考虑 非 齐 
次 拉 普 拉 斯 方程 


0 2 
G++ (5 


这 个 方程 的 一 般 解 是 它 的 任何 一 个 特 解 与 在 D 上 的 调和 醒 数 之 
和 。 设 有 方程 (5 人 的 一 个 解 ,我 们 对 它 应 用 公式 (9)。 因 为 土 傅 
任何 四 定 方 向 的 导数 满足 科普 拉 斯 方程 ,所 以 公式 (9) 中 的 曲面 
积分 的 被 积 而 数 在 D 上 是 调和 岁数 ,于 是 这 个 积分 在 卫 上 也 是 届 
和 而 数 。 如 此 ,那个 三 重 积分 就 应 当 满足 方程 (54) 。 不 过 , 根据 
(54)， 在 这 积分 中 4 可 以 换 成 p(z， 9 人 ， 如此, 我们 就 得 到 方 

种 (8) 的 一 个 特 解 , 它 的 形状 如 下 : 
De,gy, 坟 = 一 二 [全 (55) 

D 


(ra (Ee—r) + (nO—) + (6 —%)?) 

我 们 得 到 这 个 烙 果 时 ,假定 了 方程 (54) 有 解 ,并 且 对 它 应 用 了 
公式 (9 )。 为 要 完全 解决 这 个 问题 , 我 们 需要 在 对 于 面 数 y(N) 
有 一 定 的 假定 下 更 各 致 地 诸 论 贤 体 的 势 基 (55) 。 我 们 咒 w(N) = 
一 一 外) ， 而 来 计 验 如 下 的 丑 体 的 势 量 


VM) 1 do (56) 
或 
Vs, y, 2) a do 。 (56) 


发 AKCN) 在 上 丰 到 3 速 檀 。 我 们 已 经 济 过 , 若 1 位 于 已 
外 , 划 积 分 (56) 是 个 正常 的 积分 ,在 这 情形 下 六 (NL) 的 各 阶 偏 导数 
都 存在 。 这 些 导 数 可 以 用 在 积分 号 下 求 导 数 的 方法 得 到 ,并 上 且 
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VD 请 趾 科普 科斯 访 程 47 一 0。 壤 下 属于 D 划 反 党 积分 (66) 
存在 ,并 且 求 冬 积 而 数 的 导数 后 所 得 到 的 积分 也 存在 , 例如, 可 以 
把 彼 积 夯 数 对 < 求 导数 。 但 是 不 能 证 明 这 个 积分 就 输出 矿 对 的 
导数 。 现 在 我 们 永明 两 个 关于 积分 (56) 的 定理 : 

定理 1， 壤 (加 在 区 域 上 让 到 束 凌 , 则 亚 (2) 以 及 它 
线 -站 : 数 在 可 个 空 归 速 德 , 并 县 这些 俩 号 数 可 以 由 在 积分 号 

并 导数 的 方法 得 到 。 

下 们 就 对 区 域 类 凡 也 在 任何 位 和 时 证 明 站 个 定理 。 引 
用 一 个 新 本 数 届 赫 代 十， 只 是 当 r<s 时 它 与 土 不 同 ， 其 中 。 是 
一 个 给 定 的 正 娄 ,这 里 包括 到 了 =0, 这 个 新 画 数 是 速 模 的 且 有 灌 
华 标 由 的 过 鼻 导数 。 为 此 , 当 *<s 时 我 们 用 下 面 这 多 项 式 : 
cmmaTR[ 人 一 咏 ?4 一 力 ?二 化 一 区 可, 素 雹 代 工 ， 选择 a 
与 6 使 得 当 7 一 对 


这 i 
2 二 Ge 一 二 而 且 ，26s= 证 ， 


这 样 在 丽 数 了 与 a+Br 的 交接 处 ,就 是 当 7 一 e 时, 得 到 束 策 导 
数 。 上 面 两 个 公式 给 遇 : < 六 ;8= 一下 ,于 是 我 们 作出 一 个 
西数 g。(7) , 它 由 下 面 两 个 等 式 确 定 ; 

当 r>e 时 ， go(r) 一 过; 


(57) 
当 r<e 时 ，g.()= 避 -二 


在 积分 (56) 中 代入 这 个 画 数 以 替代 工 了 ;就 得 到 一 个 替代 FM 
的 新 闻 数 : 


V0) =|[f uN)g, Cryo, (58) 


Db 
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这 个 画 数 在 整个 空间 是 如 和 纺 的 旦 逐 生 的 仿 导 数 ， ,并 有 法 些 导 数 

可 以 用 在 积分 号 下 求 导数 的 方法 得 到 , 因为 当 7>0 时 , 公式 (58) 

和 的 积分 的 彼 积 丙 数 回 种 而 有 连续 导数 。 汪 如 ,我 们 可 以 写成 : 
Dj gor) dvo (9) 


(9 


作出 六: 
VOD -VM = {|facn {Eg J eo0) 


由 于 当 +>。 时 于 与 g(r) 全 同 ,于 是 对 于 位 于 以 M 为 心 、s 为 企 
径 的 球 0 之 外 的 所 有 的 点 ,有 边 的 尖 等 于 雾 。 例 如 , 壤 到 位 于 
也 之 外 ,而 。 小 于 由 开 到 刀 的 距离, 刚 (60) 右 边 的 积分 等 于 雳 
在 另外 的 情形 下 , 球 ,的 一 部 或 双 部 将 在 卫 上 。 用 疾 二 
p(N) 在 刀 上 的 最 大 的 秀 对 答 ， 间 注意 到 9.(r) 是 正 的 丽 数 ,于 是 
对 于 右边 的 补 积 加 数 我 们 得 到 估计 佬 
| wom [三 -9 wn] < i+g.(7) ], (61) 
以 上 我 们 如 过 ,在 球 外 牧 积 而 数 成 为 雳 。 如 时 我 们 沿 监 个 球 0 求 


(61) 右 边 的 正 的 西数 的 积分 ,显然 就 得 到 下 面 的 估计 值 : 


VOD -v0n <mf | 区 


依照 (457) 中 第 二 个 公式 代入 作 g。 ， , 求 出 积分 ,就 得 到 
IFV(M)— VM) | < 8 WT me2。 
由 此 看 出 , 当 0 时 ,对 于 点 了 a (M) 
一 致 趋 疝 玉 (2)， 所 以 了 CD) 也 是 连续 画 数 [I, 144]。 为 要 讨论 
画 数 太 (31) 的 偏 导 数 , 由 公式 (56) 中 的 积分 在 积分 号 下 对 2 求 时 
数 , 把 所 得 到 的 面 数 记 作 WCM): 


+ge(7) |risin Gd dp dro 
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WM) =|||jw(D) 吉 他) dy。 ， (2) 
像 以 上 一 样 ,作出 差 : 
won-2 -on[ 吉 的- 襄 wo]w。 


注意 ,对 于 任何 的 落 数 (7) 我们 有 


2 dh(r) w— é,， 
Om 让 党 dr 7 


这 里 | 2 二 | < 对 于 上 面积 分 中 的 向 积 丽 数 可 以 写 出 不 等 式 : 


[wm [ 襄 ()- 记 2 部 9 ]|<m[ 语 中 gD | 


于 是 , 像 以 上 完全 一 样 : 
won -0 |< 


< 站 [- 1 十 | | 2gsm | y2ginbgcOcdp ar, 


oo | dr 
注意 ,根据 (5657): 
Wp 
求 出 积分 ,就 得 到 : 


WD) -SD | 二 gmme， 


由 此 推 知 , 当 se->0 时 ,对 天 来 请 ,导数 2 CA) 一 到 趋向 印 (20)。 


以 上 已 钨 证 明了 了 (YD) 一 致 趋向 六 (MY)。 ey 144] 中 的 定 
理 , 我 们 就 知道 , 玉 ( 履 ) 是 六 (以) 对 4 的 偏 导 数 ,就 是 说 ,根据 


《62)， 
Seen} a-)feen (he 
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由 偏 导 数 (59) 的 连续 性 以 及 它们 一 臻 趋向 玉 ( 必 ) 推 出 WW(M) 
是 过 编 的 ， 于 是 这 个 定理 完全 证 完 。 对 y 与 z 的 导数 可 以 同样 讨 
论 。 注 意 , 证 明 这 个 定理 时 , 我 们 只 利用 了 jCN) 的 可 积 性 及 有 界 
性 。 

&01. 下 阿桑 方程 为 要 作出 画 数 (MM) 的 二 阶 导数 我 们 应 

当 加 强 对 于 j(N) 的 假定 。 

定理 2， 老 涉 瓶 画 数 上 CN) 在 刀 内 有 回炉 的 一 阶 导 数 , 区 

让 (及 ) 在 也 内 有 束 纺 的 二 阶 导数 而 且 满 足 方程 : 
AV (M)=—4dwu(M), (68) 

在 人 D 内 我 们 固定 任何 一 个 点 计 o(wo, yo zx)。 证 0, 是 DD 内 
的 以 M6 为 心 、 为 后 径 的 球 , 而 Di 是 位 于 ce 以 外 的 一 部 分 也。 
把 势 量 (56) 分 为 两 项 : 


raD=| | $aot | nc $0" 


=Vi(M) +Vo(M), (64) 
于 是 ,根据 定理 十 : 
gon Beton De- 
-Tn 
我 们 有 


基 人 )-- 交 (二 (VE Ty), 
于 是 可 以 写成 : . 
811 ou(N) 1 
KW) 大 ()= 一 放 [» (N) z]+ 3 “了 了。 
把 这 个 表达 式 代 入 到 公式 (65) 代替 沿 ce 的 积分 中 的 彼 积 画 
数 , 应 用 奥 斯 特 洛 格 拉 得 斯 基 公 式 ,就 得 到 ; 


gn -en (He 
te 


-| MN) cos(n, 四) 了 as, (68) 


其 中 ,是 球 0。 的 球面 ,nm 是 在 点 8 的 向 外 的 法 钱 的 方向 。 对 
于 位 于 0。 内 的 点 必 来 话 , 有 边 第 一 项 是 个 正常 积分 ,并且 在 0 内 
它 有 各 阶 的 导数 。 第 三 项 是 沿 球 面 % 的 曲面 积分 ,对 于 它 也 有 相 
同 的 肯定 。 第 二 项 吓 治 0。 的 具有 回炉 密度 -2 的 容积 积 
分 ,根据 定理 1, 在 歼 个 空间 它 有 严 稿 的 一 阶 导数 。 如 此 , 可 以 凋 
定 ,在 we 内 -外人 20- 有 汪 筑 的 一 阶 导数 。 注意 到 点 Mo 在 了 内 选 
树 的 任意 性 , 可 以 肯定 ， 人 如 在 也 内 到 处 都 有 束 熏 的 一 阶 导 


数 。 应 用 相同 的 理由 米 讨 座 Ee 与 - 纪 人 ,可 以 肯定, 在 


次 六 GD 有 好 入内 二 阶 导 数 。 葡 下 要 证 胃 及 址 (6) 对 于 
任何 的 点 We 都 成 立 。 

回 到 公式 (64) 与 (66) 。 我 们 知道 , 沿 区 域 Di 的 导体 的 势 量 
V1(M) 在 内 是 彰 和 曾 数 ,因为 0。 位 于 DD, 之 外 ,就 是 设 在 ,内 
4V1(MM) =0, 于 是 在 cs 内 4V(M) 一 4Vo(M)。 和 如 此 ,为 要 作出 
47 (M) ,只 须 取 (66) 中 沿 0。 与 8 的 积分 屠 两 项 , 在 积分 号 下 对 
% 求 导数 (利用 完 理 了 D ,间作 出 对 与 的 类 伺 的 一 阶 导数 的 表达 
式 , 再 把 这 三 个 导数 相 加 。 这 时 需要 注意 , 在 积分 号 下 只 是 因子 
十 信赖 于 Co， 9 四。 如 此 在 0 内 作出 4 (a0)， 我 们 取出 它 在 球 
的 必 Mo 的 值 。 用 4 (Mo) 号 这 个 值 ,用 ro 记 由 Mo 到 积分 变 
点 的 距离 ,就 得 到 : 
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vu =J)[ 和 二 zo 十 i +t 


2 3 2 -jw [各 To -COS(n, wD) 十 


+ os D+ costn, 2) a8 。: 67) 
对 于 所 选择 的 任何 牢 径 8, 只 要 球 0 ;位 于 妃 内 ,这 个 公式 总 是 正 
确 的 ,于 是 显然 4V (M6) 的 大 小 不 依 回 于 所 选择 的 e。 沪 s 趋 向 
和 寺 。 我 们 来 证明, 这 时 三 重 积分 趋向 雳 。 只 须 郑 虑 第 一 顶 的 积分 ， 
服 在 基 一 个 回 定 的 充分 小 的 球 ce 上 束 箱 本 数 人 f- 的 最 大 焙 
对 值 是 m。 当 se<eo 时 ,注意 | 人 |<1, 就 有 : 


I 人 2 和 dv| 0 5 


引用 以 型 o 为 原点 的 球面 坐标 , 并 替换 dv 二 $sin 9 d0 dp dr。， 
就 可 以 求 得 右边 的 起 达 式 等 于 mm "4zs, 由 此 推 知 , 当 se 一 0 时 , 这 
个 三 重 积分 趋向 雳 。 

现在 再 看 公式 (67) 中 的 曲折 积分 。 注 意 到 向 外 的 法 线 % 的 方 
向 是 沿 球 件 笃 的 方向 ,我 们 有 : 


-0 cosin, tH) TY cos(n, y) + 一 多 COS (nN, 2) = 
re 70 To 


feos?s(n, w) + cos n, y) +coss(n, 2)] = 上 上， 
To re 


于 是 这 曲面 积分 可 以 写成 下 面 的 形状 : 
启 || (WYas, 


Be 


或 者 ,应 用 中 值 定理 : 
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去 | LN)aS=4ru(N,), 


其 中 1。 是 8。 上 基 一 个 点 。 当 s->0 时 ,点 V, 趋向 虚 Mo,MNs)> 
玉 1(Mo)，, 会 式 (67) 中 曲面 积分 的 极限 共 出 4mx《Mo)，, 这 就 导出 
了 公式 (63) 。 这 个 公式 通常 时 做 卜 阿桑 公 式 或 下 阿桑 方程 。 

由 所 证 的 定理 直接 推 知 ,车 p(z,y, 在 区 域 D 上 直到 界面 
S 为 连 午 ,而 且 在 D 夫 它 有 连结 的 一 阶 偏 导数 , 划 会 式 (55) 葵 出 方 
程 (54) 的 解 。 注 意 ,车 p(W) 确 定 于 整个 空间 上 ,并 且 当 点 信 无 限 
远 移 时 它 下 降 得 足够 快 , 旭 可 以 取 浆 个 空间 作为 D 。 

对 于 治平 面 区 域 的 积分 , 可 以 证 明 完 全 类 做 的 定理 : 


r00 -|| ne Edo 


或 Vo,y) = |e, Wlg a0 


CC=VCE-o 十 -9)。 
车 (NW) 在 区 域 了 上 丰 汉 界线 连续 ， 则 矿 (2) 在 整个 平面 上 速 楼 
而 有 溃 续 的 一 阶 偶 导 数 , 卉 且 这 些 导数 可 以 由 在 积分 号 下 求 导 数 
的 方法 得 到 。 此 外 , 若 在 卫 内 /(V) 逐 炉 的 一 阶 仿 导数 ,出 在 BB 
内 六 (ML) 有 连 炉 的 二 阶 偏 导数 ,并 且 在 B 内 每 一 点 满足 上 阿 桑 方 
程 : 
A (M)=—2rn(N), 
与 积分 (55) 一 起 ， 我 全 作 一 个 积分 

moo0=- 志 | | [oes Nav, (551) 
其 中 G(M3N) 是 在 刀 内 的 具有 概 点 Y 的 格林 玫 数 。 寿 积分 (550) 中 要 对 点 求 积 
分 。 注 意 公式 (49) ,可 以 写成 


~ w=- tt /joerar; Wav, 
D. D 
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其 中 CCMN) 在 刀 内 到 处 是 对 点 的 泪 和 函数 ,向 卫 在 3-E 布 宝 限 个 5 其 下 bp 是 8 
上 的 变 点 到 点 六 的 距离 。 有 边 第 二 个 积分 的 税 分 号 下 的 六 : 荐 个 参 变数 ,所 内 这 个 积 
妇 是 点 半 的 函数 ,又 由 学 在 DD 内 到 处 C1(M;N) 是 济 辆 数 , 于 是 在 力 内 右边 第 二 个 
积 芬 是 开 的 贡 和 酚 数 。 已 经 话 明 对 市 边 第 一 项 经 过 拉 普 拉 斯 算 学 名 作用 后 等 村 
(20) ,各 此 ,由 公式 (551) 确 定 的 醒 数 (以 ) 满 是 方程 (5。 表 注意, 划 果 3 出 现在 
革 面 3 上 , 则 GGQLIN) 等 于 等 ;及 (550) 为 基础 ,我 们 条 到 , U1( 术 ) 在 3 上 满足 边 值 条 
性 


DTM) g™0e 


总 之 ,公式 (G55) 确定 出 方程 (5 人 的 满足 上 网 这 边 做 杀 件 的 解 。 解 G58) 的 板 限 值 
可 以 由 当 点 (Z，Y， 2) 出 现在 S 上 时 右边 的 积分 之 值 求 得 , 它 依 环 和 汗 9(7Y,y,:)o。 注 
湾 ， 以 上 所 询 的 关于 阶 数 (551) 的 于 琴 不 是 完全 严格 的 。 需要 补充 寻 论 CGO;N) 对 点 
了 的 货 加 性 ， 旗 明 在 积 芬 号 下 求 导数 的 可 能 性 ,以 及 当 以 趋向 曲面 $ 上 的 点 时 ,在 积 
分 导 下 到 极限 的 可 能 性 (参看 第 四 父 )。 

292， 克 希 衍 夫 公式 ”对 于 在 曲面 3 内 的 问 和 订 数 ,公式 (13) 答 出 它 在 任何 内 点 
油 值 尖 示 成 澡 曲 面 8 的 积 从 的 形状 。 对 了 满足 波动 方 各 

bd 


人 (68) 


的 醒 数 (zy 2 及 =Fad 人 可 以 得 到 类 似 的 公式 。 最 在 以 曲面 8 为 界 的 区 域 刀 
上 ， 商 数 F Gd D 以 及 它 的 直到 二 阶 的 导数 在 1 六 0 时 都 是 过 粮 的 。 设 ao 是 (D) 内 
车 一 个 固定 的 点 。 半 了 记 由 Mo 烈 变 点 到 的 距离 :7= 并 of 。 应 用 一 般 公 式 (9) 学 卫 
数 

Uv, y, 0 DV (zy, 2 tt), (69) 

或 简写 成 
下 . ? 全 
DUO; WA t— “)。 (70) 


若 w 他 是 + 的 某 个 页 数 ， 则 把 在 w(0) 中 用 t 地 营 代 所 得 到 的 孙 效 名 作 [w]， 
束 [oJ]=w(1 一 地 )。 

通常 [J] 叫做 现 数 0 的 扒 反 全。 如 果 把 a 算 作 是 某 一 个 过 程 的 停 播 壕 度 , 这 个 
意义 就 很 请 总 。 

用 这 样 中 法 时 ,我 们 可 以 把 公式 (69) 与 (70) 写 成 :=[V]。 对 前 数 (69) 关 学 入 
标 求 导 数 计 ,要 注 惠 到 [ 扩 不 只 直接 俩 燥 了 坐标， 而 且 通 过 中 浆 变 量 f， 洛 出 现在 第 四 
个 变革 中 ,如 此 我 俩 就 有 
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Bf _| ov]_1iferv |] 6r 
2 | On | 二 去 ot | 备 On ® OD 
局 样 ,利用 以 Mo 为 少 的 杭 沧 标 条 中 拉 尊 拉 斯 算 子 的 类 法 二 [219]: 


2 U0 1 9 9 了 下 aU 
r Or 十 TS 355 50 )+ Tan ps? 


was。 曙 -[ 弥 ] 品 -[ 部 ] 逆 -[ 效 ] 
全 -各 上 并 训 -ET 各 Fh 入 


(sin 


Or 3 0 2 


a x _2[ op | 1for] 2r6v 
六 到 0548+ 训 [ 各 |- 友 [ 入 上] 


不 过 ,根据 (68) ,我 个 有 [4V] 一 十 |.5 |], 于 是 : 
和 -3 所 [和 |-[#]- 害 委 耻 
不 难 首 明 ， 


ta a 风 


是 某 一 个 矢 基 的 散 度 : 


[| 序 Jerad der) to (73) 
实际 .上 ,我 们 有 公式 [112]: 

div(f A)=/f divA +grad/f .A 
在 这 情形 下 J- 三 下 |， 而 A=grad(lg ?7) 是 一 个 是 度 为 1 了 的 矢量 ， 沿 由 Mo 


所 作 的 矢 径 廊 向。 数量 积 grad .4 是 |4| 与 gradf 在 A 的 方 内 上 的 投影 哨 之 乘积 ， 
就 是 1 入 | 与 了 沿 矢 晤 人 的 方向 的 导数 之 乘积 。 于 是 在 这 情形 下 就 有 


[各]eralerj= 引 各]4ert 吉 名 [各 下 


应 用 (72) 并 合照 来 复合 函数 的 导数 法 则 求 [-99 | 的 导数 ,就 可 以下 人 不 (76) 的 


正确 性 。 再 应 用 奥 斯 特 治 格拉 得 斯 基 公 式 并 注意 gradn (gr = 二 全， 就 得 到 : 


-用 各 3 和 名 


把 这 个 下 法 式 以 及 焉 达 式 《7 代 久 到 公式 (9) 的 右边 ,并 注意 U (M6, 四 = 
一 (MXo 从 ,因为 在 点 Mo 我 们 有 ?一 0, 就 得 到 克 着 依 尖 公式 : 


"HA 7 
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2 
rae0= 南 用 江 可 上 二 售 -中 项 本。 0 


这 个 公式 通过 了， 与 二 一 在 此 而 (4) 上 的 所 全 尖 法 出 C4o; 人 )。 闪 这 二 
并 下 , 信 在 关于 可 和 而 数 的 公式 (9) 中 一 术 ， 由 于 有 -名 -出现 ,使 得 应 用 公式 (7 不 能 


站 接 栓 出 过 条 于 波动 方程 的 问题 的 解 。 克 逢 从 夫 所 入 的 公式 (74) 紧密 的 回采 着 喜 砚 
斯 原理 。 


识 (8) 是 以 6 为 必 、" 为 个 得 的 球面 。 在 这 情形 下 ， 训 -一 二， 于 是 公式 (7 和 可 
以 把 成 下 面 的 形状 : 


raeig= 友和]+ 工 和]#+cmjas， 
或 者 沪 US=r2gin9 db ag= 7r2dw: 


4 
和 || 


POMo; OD) = 去 || 站 2 J]aw 2 je 076) 

著 球 的 中 短 +=at, 则 1 一 二 = 0， 就 是 脱 , 当 1=0 时 , 推 后 值 化 为 两 数值 ,于 是 公 

武 (7) 葵 出 [18 了 9 中 的 卜 阿 染 公 式 (81) ， 有 在 无 四 条 中 关于 二 于 估 折 网 归 的 角 ， 而 
有 箱 定 的 初始 条 件 


Ge Oy a 1 
rom0- 喜 有 ( 令 )wt 寺 襄 有 ed。09 
六 里 附 标 中 卖 示 要 在 1=0 时 到 .25- 与 P， 再 滑 凡 Mo 为 心 、dl 为 中 得 的 球面 求 各 
分 。 克 希 桨 夫 公式 的 形状 紧密 的 过 系 着 扒 后 电 芝 的 概 含 。 以 上 我 们 畴 到 ,对 于 任何 和 
定 的 具有 站 到 一 阶 导数 的 西数 w() , 夯 数 


A CT) 


是 方程 68) 的 解 。 这 里 * 是 由 空间 任何 一 个 固定 的 点 到 变 点 的 距离 [1751。 
与 以 上 完全 类 似 , 对 于 非 弄 次 波动 方程 


A + y, 2 (78) 


的 任何 解 ,在 区 域 马上 可 以 作出 克 头衔 夫 公 式 ,这 个 公式 , 除 曲 面积 分 外 ,还 含有 一 个 
注重 积分 
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1 
ra 去 从 革 芝 下 二 [各 | 放 =-o 革 jar 
汪 zr | Wk Mi 


把 这 个 公 趟 成 用 于 以 Mo 为 心 、at 为 什 知 的 球 ,对 于 当 1=0 时 满足 零 彻 始 什 的 
解 ,我 们 得 到 -17 科 中 公式 (91)。 


§ 21， 热传导 方程 


203. 基本 方程 ”我 们 计 过 ,在 均匀 介质 中 热传导 方程 具有 下 
年 的 形状 
oU | OU ,OU 
5 Wt) (21) 
其 中 
/i 
oY 三， (2) 
》 是 执 的 内 传导 系数 ，? 是 物 叶 的 热 容量 ，p 是 党 度 。 除 方程 (1) 
外 还 需要 注意 到 初始 条 件 , 屁 欠 出 t=0 时 温度 的 初始 分 布 


| 一 7 (2, Y, 2 (3) 


车 物体 以 曲面 (S) 为 界 , 则 在 这 曲面 上 我 们 就 有 边 值 条 件 , 按 
照 物理 的 情况 , 边 值 条 件 可 以 是 不 同 的 ,例如 , 贡 面 (S) 可 以 具有 确 
定 的 温度 , 宅 可 以 随时 则 改变 。 在 这 情形 下 , 边 值 条 件 就 是 曲面 
《5) 上 的 一 个 已 知 丽 数 U, 这 个 已 知 画 数 可 以 依 顿 于 时 浊 上。 若 曲 
面 的 温度 不 是 固定 的 ， 而 在 周围 的 介质 中 放射 有 已 知 的 温度 [7o， 
则 依照 牛顿 定律 , 吕 然 这 是 很 不 准确 的 , 通过 出面 (8) 的 热量 与 周 
峙 空山 的 温度 和 物体 界面 (5) 的 温度 之 差 成 正比 。 这 就 给 出 下 面 
形状 的 边 值 条 件 : 
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+hU-U) -0 (在 8 上), (4) 


其 中 的 比例 系数 厌 叫做 热 的 外 全 时 下 数 。 
在 一 厅 物 体 中 ,就 是 诅 在 均匀 的 要 轴 中 ,我 们 算 作 它 是 沿 着 区 
轴 安 置 的 ,关于 热 的 分 布 情形 有 下 面 的 方程 以 灯 代 方程 ( 1 ): 


2 (5) 
对 于 这 样 形式 的 方程 ,自然 不 考虑 杠 轴 的 界面 与 周围 空 疗 之 


由 的 热 的 交流。 
假定 吕 不 依 束 于 与 ,由 方程 (1) 也 可 以 得 到 方程 (5)。 
在 概 二 的 情形 初始 条 件 就 是 : 
U|, =/(%)。 (6) 
如果 概 四 是 有 田 的 , 剧 在 两 端 有 边 值 条 件 ， 像 上 面 一 样 , 端点 
可 以 具有 确定 的 温度 。 存放 射 的 情形 , 边 值 条 件 (4 ) 就 有 下 面 的 
形状 : 
AU-00 =0 (在 端点 )， (7) 
其 中 ,对 于 左 端 ,就 是 横 坐 标 最 小 的 一 端 ,用 (一 ) 号 ,对 于 右 端 用 
《十 ) 号 ,万 是 一 个 正 的 常数 。 
204， 无 界 的 杠 轴 ”我们 先 请 无 办 的 梯 册 ,对 于 它 , 除 方程 
《5) 外 ,只 需要 满足 初始 条 件 (6 )。 依 照 富里 埃 法 ,我 们 首先 求 下 
面 形状 的 特 解 


“ TOX(%), 
这 就 给 出 TO Xv) 一 7 "(0), 
或 T(t) X" (0) 0, 


Tt) (人 


期 中居 是 常数 。 如 此 ,我 们 得 到 : 


TH +NaT) =0; HIV)+NE() =0, (8) 
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由 此 , 弃 去 了 介 的 表达 式 中 的 常数 因子 : 
T(t = XX(%)=A4c0sNyt+ BsinNy; 

这 里 常数 4 与 B 可 能 依赖 于 入 。 

由 于 这 里 没有 任何 的 边 值 条 件 , 所 以 参 变 量 和 保持 完全 是 任 
意 的 ,于 是 把 丽 数 u(x, 人 ) 作 成 下 面 形状 的 和 

高 人 [4(A)cosXz 十 如 (入 )sin sw] 
时 ,入 的 所 有 的 值 具有 同等 的 意义 。 于 是 替代 依 和 的 各 别 的 值 的 
和 我 们 取 由 一 oo 到 十 co 依 参 变量 入 的 积分 ,就 是 说 , 设 : 
ul(w, t) = 们 evat[A(N)cos hv+ BN)sin wa, (9) 


应 用 在 定 积分 号 下 求 导数 的 公式 ,不 难 验 证 ,这 个 画 数 确实 答 
出 方程 (5 ) 的 解 。 现 在 我 们 来 看 初始 条 件 ( 6 ), 宅 葵 出 
4 =f (0%) =-[ 4 (Wooshs + BsinAv]as, (10) 
把 右边 的 积分 与 关于 J 了 (zx) 的 富里 埃 公 式 : 


f= 直上 a f(é)cosN(E— odt= 


= | oono] yes at tsinho| (ésin staé |an 
相 比 较 ,我 们 就 看 出 , 设 
4(W)= 蕊 | feo dg BO) = 吉 | fsinW 
出 条 件 (10) 就 可 以 满足 。 
把 得 到 的 关于 4() 与 B4) 的 表达 式 代 入 到 ( 9 ) 中 ,就 得 到 
uv) = 去 | 了 (Ed 依 eat[eos 和 Ecos)e 二 sin 和 esinAz]dA 一 


-起 | Oa | erieos h(E -od 
-HO ed, 四 
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其 中 我 们 利用 了 被 积 丽 数 是 入 的 偶而 数 这 个 事实 。 
公式 (11) 葵 出 问题 的 解 , 不 过 还 可 以 简化 。 为 此 只 须 注 意 到 
[81]: 
| e008 BA N= Va ce 


2a ”? 
工作 — Asust 0, F a ek -全 
于 是 | é COsA(E—2) dN i 6 4 ， 
如 此 ,公式 (11) 就 取 下 面 的 形状 : 
wr, t) =- 六 f(é) ze dé 。 (12) 


在 上 面 的 和 以 后 的 所 有 计算 中 , 当然 我 们 要 设 t 是 正 的 。 束 
示 成 这 样 形式 的 解 具 有 很 重要 的 物理 意义 。 首先 我 们 提出 , 画 数 
工 _ -生字 (18) 
考虑 作 (z, 力 的 画 数 时 , 也 是 方程 (5 ) 的 解 , 这 可 以 由 得 出 它 的 方 
法 看 出 来 ,也 可 以 在 接 求 导数 来 验证 。 这 个 解 有 什么 物理 意义 呢 ? 
取 杠 轴 在 wo 点 附近 的 一 个 小 单元 (we 一 9,zo 二 5), 设 丙 数 .Jo 
在 区 疯 (zo 一 6, mo 十 6) 之 外 等 于 零 ， 而 在 其 内 有 常数 值 Fe 。 物 对 
上 可 以 这 样 提出 这 个 事实 ,在 初始 时 齐 这 个 单元 豚 收 了 热量 
Q@=26cpUo, 使 得 在 这 一 段 上 温度 增高 0。。 此 后 , 杠 轴 上 的 温度 
的 分 布 就 由 公式 (12) 共 出 ,在 这 情形 下 ,公式 (12) 取 下 面 的 形状 : 
gtd 1 2 © 1 fe+e (f=0)s 
| Uo DaVni © 人 Dopav rt 朴 | 人 
如 果 我 们 让 6 通 近 0, 就 是 说 ,我 们 设 分 布 在 整个 一 小 段 上 的 
热量 & 在 极限 情形 只 作用 在 ze 点 , 则 在 点 2= 和 0 = 和 0 有 瞬间 热源 : 强 
度 激 驴 。 由 于 这 样 的 热源 , 在 模 轴 上 所 得 到 的 温度 的 分 布 就 依照 
下 通 这 公式 ; 


9 1 (+8 4 三 六 
lm 2cpa\ rt 让 号。 
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由 于 合照 中 值 定 理 


1 fot 3 -< 3 


直上. 6 和 ,其 中 zo 一 5<to<zo+0， 

所 以 当 5->0 ozo， 上面 的 表达 式 就 成 为 : 
oo BV 

因而 , 画 数 (13) 条 出 滨 度 的 分 布 , 洗 是 概 珊 在 初始 时 刻 1=0 
在 点 2=5 (vo 换 成 如 受到 强度 为 & 二 co 的 瞬间 热源 的 作用 而 产 
竺 的。 现在 再 看 解 (12) 的 物理 意义 就 很 明显 了 。 为 要 在 初始 时 刻 
使 概 轴 在 断面 上 处 具有 温度 (GE) ,在 这 点 附近 的 一 个 小 单元 只 
上 应 当 分 配 有 热量 


dQ=cpf de， 
或 者 ,在 点 2%= 二 有 了 强度 为 dQ 的 瞬间 热源 ; 依照 公式 (18) 这 个 热 
源 所 产生 的 温度 的 分 布 就 是 : 
《一 中 六 


/Od me 


在 概 珊 的 所 有 的 点 初始 温度 了 (如 的 总 的 作用 是 由 这 些 各 别 
单元 的 作用 和 成 的 ， | : 
ue d= [fOr a 
设 在 初始 时 列 1=0, 温度 (2z) 除 某 一 个 区 间 (a1, os) 外 到 处 
都 等 于 雾 , 而 在 这 区 间 上 它 是 正 的 。 在 这 情形 下 解 (12) 就 是 : 
wed- Om (9 
如 果 取 非常 洁 近 于 0 而 2 随意 多 大 ,就 是 说 ,如 果 在 开始 后 
非常 近 的 时 列 取 概 轴 上 随意 多 远 的 点 ,对 于 wl, 引 由 公式 (14) 得 
到 正 值 ， 因 为 以 积 面 数 是 平 的 。 如 此 ,由 公式 (12) 推 出 这 样 的 情 
吏 ,就 是 热 并 非 以 任何 有 限 的 速度 务 布 ,而 是 虹 则 的 。 这 是 热传导 


本 二 
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方程 与 我 们 沽 处 弦 的 振动 时 的 波动 方程 的 本 质 上 的 不 同 。 
对 于 无 界 三 维 介 里 中 热 的 分 布 情形 ,我 们 有 微分 方程 (1) 以 
及 初始 条 件 ( 3 ) ,于 是 替代 公式 (12) , 解 就 是 : 


um, 2 2 ¢) = 
中 一 2 + 2 +(f—2) 


-| /rend) 7 ~ dndt 。 

10 
现在 我 们 米 辽 证 ,公式 (12) 所 确定 的 画 数 泣 足 方程 (5) 以 及 初始 
条 件 (6 )。 第 一 个 断 童 可 以 由 下 壕 事实 让 接 推出 ， 就 是 西数 (13) 
满足 方程 ( 5 ) 以 及 公式 (12) 中 的 积分 在 积分 号 下 对 + 与 4 求 导 数 
的 可 能 性 ,例如 , 若 .fo) 治 区 间 ( 一 ce， 十 cc) 过 午 而 且 私 对 可 积 就 
成 。 为 要 验 永 初始 条 件 ( 6 )， 我 们 依照 下 式 引用 新 变量 “以 替 
代 é: 


ek 
Da 
把 公式 (12) 改写 成 下 面 的 形状 : 
to 四 = 疡 人 搬 (sto2aV BF)emda 。 (16) 
再 回忆 公式 [78] 
1- -方太 eeda 。 (7) 


把 它 乘 以 jx) 再 由 (16) 式 减 掉 : 
w(t, t) —f (2) = 
= Ttago VT) fede 
由 此 
lulw, -f@) < | |flota2a VT) 一 Fo) le-"da, (18) 
除去 连续 性 与 级 对 可 积 性 外 ,我们 还 假发 .xz) 是 有 界 的 ， 就 
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是 这 f(z) |<e, 和 如此, 对 于 任何 的 ?， 1 以 及 a 我 们 有 : | f (z+ 
十 a20 st) 一 f(w) | 所 20c。 贞 。 是 给 定 的 正 数 。 可 以 图 定 一 个 这 


样 的 大 正 数 六 , 使 得 


2 2 8 
一 一 | edas 豆 有 | eda< 二 
Mm 全 3， 并 县 ~ i "3 


这 时 ,由 (18) 就 推出 : 
ww D) -fo) [< 


ee -roleean。 


由 于 Jo) 的 速 午 性 ,可 以 断定 ， 对 于 所 有 的 与 均 足 够 近 的 四 
当 |a| < 六 时 ,我 们 有 ; 
[feta2a Vt) fo) | <, 


于 是 上 一 个 不 等 式 葵 出 : 
[ues -fo)1< 间 e+ 间 二 | eda 
自然 le 人 -Fo | <3 a i 


”就 是 说 ,根据 (17) ,我 们 有 :对 于 所 有 的 与 零 是 够 近 的 jw(w, 台 一 
一 f(w) |<s, 由 此 ,根据 & 的 任意 性 ,于 是 推出 : 
lim wl, t) =f (8), 

这 就 是 初始 条 件 ( 6 )。 注 意 ,# 是 由 正 值 趋向 雳 的 。 落 四 与 到 是 
f(z) 的 界 值 ,就 是 说 mms je) 二 对, 出 由 (16) 推 出 

让 | eeaas<u (oOy t) < 方太 Ee-“da, 
于 是 , 根据 (17) , 就 及 <ule, D-1， 就 是 咒 , 对 于 所 有 的 正 的 
4 温度 w(z; 与 初始 温度 具有 相同 的 界 值 。 像 以 上 完全 一 样 可 
以 验证 公式 (15) 。 


~ 


”于 是 
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205。 一 映 有 界 的 框 乾 ” 讼 全 赴 2 之 0 界 于 一 端 z 一 0; 并 识 在 这 一 六 的 周 图 介质 


在 这 情形 下 ,上 除 栋 编订 件 (6) 外 ,我 们 还 有 边 值 条 件 


Ou 
65 


另 一 方面 , 解 (12) 并 不 交接 适用 , 因为 根据 彻 始 条件 , 被 积 阔 数 /(?) 只 确定 王 区 较 
《0, ce) 上。 因而 ,为 要 应 用 公式 (12) ,就 应 当 把 画 数 了 (7) 延 粮 到 区 辣 ( 一 ,0). 上 。 
为 了 蒋 个 目的 ,把 公式 (12) 改 守成 : 


(19) 


z=0 2n0 


E 所 Ei RL a 20 
“(od = -gaa | te Jat f(—t)e wares, (20) 


这 是 容易 证明 的 , 把 | “分 为 两 个 : | 与 |”, 再 在 第 一 个 中 用 (~ 已 求 芍 换 就 成 
了 。 为 村 代入 到 公式 (19) 中 ,我们 求 计 算 : 
tl 1 | Ep rt 
= mr ee 
当 z=0 时 ,由 此 来 得 : 


1 ft Ss 
ua B77 ee TEL lt; 


| 


用 分 部 积分 法 , 谣 有 中 : 


ere or 


二 =- )- (| + 


+ 让 fe TAF(+0) + jm 了 的 


司 理 [Cd tm 0) -| fd at 
我 们 族 定 了 ( 延 膏 到 区 间 (- co， 0) 上 时 是 违 扩 的 。 这 时 显 外 
f(+0) =f(~0)=/(0), 


1 a 
| a ee r+; 


Ee 


v=0 


条 件 (19) 训 成为 
a AG 


2a\/zt 


的 
@ 假设 当 :> 吕 时 0 人 JS~>0。 
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它 一 定 葵 满足 ,只 要 裔 
-THE =AL -H+ 


一 一 一 


或 者， 站 且 名 作 
DE) -0); GO = -f(A), 
也 下 面 这 微分 方程 来 确定 林 知 图 数 (6) : 
CAG MAGELLGE 
求 这 个 方程 的 积分 ,就 得 到 : 
vO om {otf cr -hs Il 
现 #=0, 确定 出 常数 C: 
C=8(0) =/(0), 

并 此 由 于 


aasyGeod OL A Gm A td 
所 以 f=08) = /8 2] emf (Ee 


把 这 个 关于 天 ~ 的 表达 式 代入 到 公式 (20) 申 ,我 个 就 得 到 这 个 问题 的 最 后 的 解 。 
注意 ， 由 最 后 一 个 公式 推出 当 #-> 二 0 时 一 0) = 7 十 0)， 就 是 独 , 7(2) 延 纺 到 区 阿 
(一 ,0) 上 时 是 连 粮 的 ,这 是 我 们 以 上 假定 了 的 。 


例如 ,如 果 彻 少 是 常数 : 
当 YP0 时 J/(z) =wo， 
则 我 们 有 : f(~7) ughe-nr [Cuoordrm ol2e-te—1), 
于 是 公式 (20) 粉 出 : 
au 人 (zy D= 到 光村 oa 人 + 
+ oat, (2D) 
丛 者 不 难 刘 明 , 这 个 解 可 以 通过 图 数 


下 达 如 下 : 


Te 四 


在 下 还 情形 下 会 得 到 比较 简 昔 的 烙 果 , 如 果 在 一 站 +=0 i 
座 保 持 是 0° 。 这 时 我 个 有 边 信条 件 


说 


2 


了 时 天 


Gg 


A 


人 人 


第 + 唱 效 学 者 再 隐伏 分 7 和 《EC 


&[zvom0， (23) 
从 可 以 由 (9) 得 到 ,用 大 除 再 求 当 j->co 时 的 极限 。 由 公式 (22) 让 j->coe 可 以 求 得 
解 ,不 过 只 要 把 酌 数 直接 延 梳 到 区 闻 (- ce，0) 上 时 ， 使 得 满足 条 件 


teror nr +O, 


为 此 只 须 钢 f(-=—f(), 
就 是 需要 把 f(z) 作 奇 性 延 粮 。 
这 时 公式 (20) 取 下 面 的 形状 : 


Wz, 7 xt 


wa Oe Je, Cg) 


于 是 如 果 ultoo=f (2z) 一， 
宅 就 成 为 


en Wnt Bg es wB (BF (25) 


和 名 和 六 是 0: 0 :， 衣 十 是 


vt-om0， (26) 
我 们 先 考虑 一 个 特殊 情形 p(t) =1， 就 是 
&| ro 一 工 o (27) 
不 难得 到 方程 (5 ) 的 满足 条 件 (26) 与 (27) 的 解 。 为 此 ,我 们 尘 
忒 一 4 十 芋 ; 
沙 数 《就 也 是 方程 (5 ) 的 解 ,不 过 它 应 当 满 足 条 件 
Vize0=0; viteo=~1, 


于 是 依照 公式 (25) 普 刘 可 以 得 到 (zx, 1) ,只 须 议 to= 一 1 


or, 有 = 一 外 au ) =1~ O(a) (28) 


rr 5 


现在 疏 在 端点 "= 0 直到 时 刘 T 温 度 保持 0", 以 后 保持 多 于 1?。 我 们 来 确定 温度 
的 分 布 这 时 我 们 把 温度 的 分 在 嘻 作 (2, 力 。 显然 ， 直 测 时 刻 1=T 我 们 有 wr=0; 过 
了 这 个 时 刻 后 ,Wr 就 与 上 面 得 到 的 解 一 致 ， 只 须 上 的 开始 不 是 由 0 筑 起 , 而 要 由 T+ 算 
起 ,就 是 在 直达 式 (28) 中 要 用 ! 一 7t 来 符 换 t, 这 就 输出 
0 (tT) ， 
tem) ro 
于 是 显然 ,如 果 在 端点 z= 0 只 是 在 时 间 区 阅 (r, + 十 47) 中 保持 洒 讼 是 1°, 而 在 
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其 余 的 时 间 它 都 是 0"， 划 对 应 的 温 庆 的 分 布 就 是 : 
ues 0-wrdar 人 lz 四 = 一 -2 ar， 
如 果 在 时 间 区 间 (r, r 十 dr) 中 它 保持 有 温度 9(r)， 而 不 是 如 ， 则 得 到 解 ; 


一 gp 人 (T) 2 dr, 


由 此 显 见 ， 如 果 在 端点 z=0 当 T>0 人 9(r)， 则 当 * 由 0 改变 到 + 时 ,我 
个 把 所 有 的 童 元 的 效果 相 加 就 得 到 全 部 的 效果 , 这 就 检 出 我 个 的 问题 的 未 知 解 为 如 下 
形状 : 


t 
wey = ~ | GD Ge ar 


或 者 , 由 于 当 12>r 时: 


Bue 0 2 [mi 
~ i (mr )- Er je By 
也 En 
0 er ds 
所 以 猪 果 是 : 
“OB em aro 0 


为 要 使 得 所 得 到 的 解除 满足 边 值 条 件 
wo= gl)) 
之 外 ,不 是 还 消 是 (26) ,而 是 满足 一 般 形状 的 和 始 条 件 
Wits0=f (2) 
显然 ,只 须 对 于 解 (29) 再 补充 .上 以 前 得 到 的 解 (24)。 


206， 两 端 有 界 的 框 轴 我 们 来 讨论 一 种 在 一 端 z=0 保持 温 
度 为 0" 的 最 典型 的 情形 : 


ww0=0; (80) 
在 另 一 端 2 一 ! 热量 放射 到 温度 为 雾 的 周 轩 介 质 中 : 
这 z=l hw w=l ; (31) 
初始 温度 是 
zj-o=o) (0<zs<D)。 (32) 


了 


人 


2 


本 


第 七 章 “ 效 洗 纺 吉 全 微 八方 各 en 
依照 富里 埃 法 解决 这 个 问题 是 很 简单 的 。 
由 于 这 里 具有 边 值 条 件 , 所 以 我 们 要 使 以 前 求 得 的 解 
ee 和 (0) =e "CA co Nv+ Bsin Me] (83) 
满足 条 件 (80) 与 (31) ,这 就 狂 出 
(0)=0, 印 A=0; £'(l) = -hEOD), 


由 此 , 弈 去 常数 因子 B, 就 有 
(v2) ~ sinAe (34) 
以 及 
Acos AM= 一 六 sin (35) 
焉 人 一 2 我 们 得 到 一 个 超越 方程 
全 9=o， 其 中 a 一 一 击 。 (96) 
这 个 方程 有 无 穷 多 个 实 根 ( 圈 148), 在 其 中 我 们 只 注意 正 根 : 
V1 Vay Vsy ,Vny “eo (37) 


由 1， 
这 些 根 对 应 于 无 穷 多 个 % 的 值 : 
和 ja po 其 中 = 他， (88) 
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而 它们 依次 烙 出 方程 (5 ) 的 满 是 边 值 条 件 的 无 穷 多 个 特 解 : 
Bonisinhw (n=1,2,8,..), 
为 要 满足 初始 条 件 , 我 们 由 下 面 的 形状 来 求 w; 
ww 人 = 马 Bo- sin Mg, (39) 
当 t=0 时 ,得 到 : 
wlico=f (8) = 3 B, sin hw = BX), (40) 


其 中 记 作 了 ,(a) =sin hz。 现在 我 们 来 让 明丽 数 租 大 ,(z) 是 正 变 
的 。 
写 出 其 中 两 个 所 对 应 的 微分 方程 (8) : 
mo) 十 MO) 一 0 卫 ((2) 十 各 全 ,(w) 二 0。 
把 第 一 个 乘 以 Ko)， 第 二 个 乘 以 Xs(z) ,由 所 得 到 的 方程 
水 项 相 波 , 琳 治 区 及 (0, ) 求 积分: 
人 ER Xe) Kn le) an+ 


了 
十 (各 一 类 | Kn (0) F, (8) dv= 0。 
0 


用 分 部 积分 法 于 第 一 个 积分 ,就 得 到 : 
nD) TD Dn + 牙 (0) £, (0) 一 


~ (OKO) + Bi) | Xn) Xe) d=0。 (4D) 


不 过 六 mw) 与 六,(2) 满 足 边 值 条 件 (30) 与 (31) ,就 是 说 : 
Xm(0) =X,(0) 一 0; 
Xn(D) = —hX,(D; 
X(N) = —hy,(D), 
根据 这 些 等 式 ,公式 (41) 中 积分 以 外 的 项 等 于 雾 ,而 注意 到 对 
于 不 同 的 m 与 %, 入 一 局 丈 0, 就 得 双 : 
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| Soae=0 (mn o 


建立 了 正 交 性 ,用 通常 的 方法 可 以 肯定 ,在 展开 式 (40) 中 的 系 
数 B, 应 当 由 下 面 这 公式 确定 : 
B,= | 四 成人 dc:|， X2(w) du 


这 就 解决 了 把 向 数 . /2) 依 西数 Y,(z) 展 开 的 问题 , 于 是 同时 
葵 出 上 面 所 葵 的 问题 的 为 夫 数 形状 (39) 的 解 。 在 第 四 您 中 我 们 权 
证 明 , 像 以 前 一 样 ,应 用 富里 埃 法 于 典型 的 数学 物理 问题 时 所 得 测 
的 几 数 钥 X,(o) 是 封 阴 组 ,在 关于 (2) 的 一 些 假定 下 , 达 个 面 数 
在 基本 区 出 上 被 展开 为 依 而 数 立 ,(z) 的 一 致 收 敏 级 数 。 注意 ， 如 
果 殖 代 边 值 条 件 880) 与 (8 ,我 们 取 边 值 条 件 : 当 =0 与 ?一 ! 叶 
w=0, 划 要 得 到 瑟 ,(o) = sin 和- w, 于 是 引 至 通常 的 依 正 东 的 写 
里 闫 禹 数 。 

讨论 热 在 一 个 环 上 的 分 布 时 ,着 代 边 值 条 件 ,我 们 应 当 建立 温 
度 的 周期 性 条 件 [大 性 195] 。 假 设 环 的 企 逢 等 于 1 于 是 整个 环 的 
长 度 等 于 2r， 用 “来 沁 由 某 一 个 点 筑 起 时 环 的 长 度 ， 我 们 就 精 到 ， 
下 面 形状 的 解 : 


wu(s,t) = 人 二 宅 (gCosng+b, sin ng)e™nt, 


其 中 -2 十 3 {an Cos ng+ b, sin ng) 
蚌 在 环 上 初始 温度 分 布 (2) 的 富里 块 级 数 。 
要 这 里 得 到 的 关于 (oz, 力 的 级 数 确实 解决 了 所 芳 虑 的 问题 ， 
其 充分 条 件 将 在 第 四 窟 里 烙 出 。 
207， 可 充 知识 ”现在 我 们 来 看 推广 的 热 您 导 方程 


D0 0 ow, (42) 
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如 孙 考 虑 到 概 枚 的 整个 界面 对 周 圈 空 立 的 故 射 ， 而 周 图 空 闻 的 温度 取 作 等 于 等 ， 就 得 
到 这 个 方程 
容易 验证 ,将 
Ym ety 
代 信 方程 (42) 就 得 到 关于 4 的 方程 (5 )。 
如 = Pls, 们 (8) 


在 无 界 杠 轴 的 情形 , 当 和 和 始 温 度 为 雪 时 ,就 是 具有 条 件 1-0=0 时 ,有 下 面 形状 的 解 


人 一 


Lvy D=| :| P(E, 7) ct Aé dto (44) 


Qa~’ -7) 

要 得 到 这 个 解 ,或 者 用 我 们 在 [174] 中 对 于 非 齐 次 波动 方程 所 应 用 的 方法 , 或 者 由 
基本 奇 解 (18) 相 加 ,在 其 中 我 倘 用 1 一 7 车 换 1, 然后 滋 凡 FTD)， 由 一 c 烈士 =o 对 
求 积分 。 再 由 T=0 到 T= 对 T 求 积分 。 这 些 运 算 的 物理 淖 义 是 很 明显 的 。 用 重合 
热源 的 方法 可 凡 得 到 方程 143) 的 解 ,这 些 热 源 沿 着 整个 杠 轴 分 布 , 强度 为 玉 (:, 7) , 并 
且 册 时刻 7 开始 作 用。 这 样 的 热源 重 束 时 也 要 例 昭 时间 进行 重 登 。 

在 二 礁 与 三 维 的 情形 ,应用 窗 里 反 法 时 ， 像 对 于 波动 方程 一 样 ， 引 向 同样 的 糙 果 ， 
只 是 在 所 岩 虑 的 情形 下 , 俩 屯 于 时 闻 的 因子 是 指数 画 数 。 

例如 ,对 于 方程 


a ( 


O24 OW 
责 + 于 


rz Oy 小 
在 平面 撼 形 的 情形 ,我 们 有 下 面 形状 的 解 

=e iD (Go 2， (45) 
这 里 在 指数 中 我 个 用 迪 是 为 了 村 利用 [177] 中 的 公式 。 敲 有 边 值 条 件 : 在 C 上 uw 二 0， 
县 及 初始 条 件 : 淄 1=0 时 %=g1(z, 0)。 解 就 可 以 天 示 成 下 面 的 圾 数 形状 ; 

Um > gjn 一 Sin BY, 
其 中 中 ,= 由 [177] 中 公式 (119) 确定 ,而 ao,+ 由 公式 (114) 中 第 一 个 确定 。 
在 下面 图 的 情形 [ 寡 考 178], 同 样 代入 (45), 可 以 引出 下 面 的 解 : 
De | Qam ne nt Cog NOTn (ENDT) 十 Sn, meet gin nOTn CED)» 
M1 Ml 

这 里 amn 与 Bmn 由 [178] 中 确定 a 内 ,与 B82 的 公式 来 确定 ,而 wmn 由 公式 (128) 确 
定 。 


Y 
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208、 蒜 的 情形 ”在 球 的 情形 ， 各 们 下 行 考 让 波动 方程 玉 铀 做 导 方程 


CU 

3 =™= Qadu; (46) 
Ov 

B= ?4 (47) 


我 傅 算 作 箱 始 已 知 条 体 愉 依 畏 于 点 到 球 心 的 距离 了 


中 =eaD7 喇 | oa (48) 
“| ,or)e (49, 
我 们 取 下 面 形状 的 这 值 条件 : 
当 了 = 情 时 ， 总 -0; (50; 
当 7= 忆 了 时， 9 十 iom0， (51) 


其 中 五 是 球 的 个 径 并 且 >0。 由 于 中 心 对 称 性 , 解 也 就 不 依 辐 于 杨 角 , 如此, 解 就 是 
只 做 正和 于 7 与 /的 栈 数 。 亡 
um (A Coswt+ Bainwt) DCr) (52) 
v= Ae-wtV (7) ， (53) 
对 于 口 (7) 与 7 (7) 就 得 到 同样 的 方程 4 消 十 局 所 一 0， 其 中 到 = 媒 。 利 用 在 球面 和 
标 对 中 拉 兽 拉 斯 算 子 的 类 达 式 , 并 注意 厂 只 依 顿 于 ,就 得 到 方程 ; 


二 


就 是 3 十 人 
其 让 用 新 的 来 知 画 数 (7) 来 匣 代 Jy (7) : 
- R(r)=7rW (7)e 
招 矿 (D) 一 书 (2 代 和 到 关于 太 的 方程 中 ,就 得 到 关于 B(r) 的 方程 : Br(7) 十 
十 212) 亚 0,， 由 此 五 (7) =O1cos kr 十 Cogin Lx, 于 是 推 知 
W (n=01 CoB kX 十 Cs Sin kr 
r 


注意 , 解 在 球 心 即 在 + 二 0 时 应 当 是 有 限 的 , 我 们 应 当 算 作 C1=0, 代入 到 (52) 中 
就 得 到 下 面 形 状 的 解 : 
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v= (Acog lt Bsn ol) ED 这 (54) 
ve Ae-ott 琴 禾 。 (55) 


常数 上 以 于 了 w 一 ot 都 是 由 边 值 条 件 (50) 与 (5 了 ) 米 确定 。 
应 用 条 件 (51) 于 三 ae， 就 输出 下 面 的 关于 丰 的 方程 。 


RE 
thR= I Eh (56) 
当 h=0 时 ,化 为 由 边 值 条 御 (50) 所 得 到 的 方程 
tg LB=bRo (57) 


渴 罗 =, 我 们 看 出 ,方程 (56) ，(57) 与 方程 (36) 完 全 类 似 。 设 如 ,2，"… 是 方程 
(56) 的 正 根 。 注 意 (55) ,对 尘 02(7, 站 我 们 得 到 : 


vbr D) = 六 eet nr (58) 
翻 始 义 件 (49) 粮 出“ 
ry(r) = Dasin aro (59) 


像 在 [206] 中 完全 一 样 , 在 区 间 {0， 妈 上 商 数 sin Kn? 是 正 奖 的 ,入 是 推 知 , 展开 式 
(569) 的 系数 由 下 烈 公 式 确 定 ; 


an = ry (rsinkur dr 江 gin kar dr o 
得 看 关于 4 的 方程 我们 仍然 用 六 (==1，2，、…) 来 记 方 程 (57) 的 正 根 。 下 里 我 倍 
还 应 当 考 处 到 要 六 =0, 它 对 应 的 颖 率 中 等 子 雳 。 这 时 , 符 代 (4cog wt 十 B9inwt) 我 们 
应 当 写 4 十 关于 (的 方 各 是 (一 0, 而 天 (7)= 书 避 是 常数 ,于 是 方 各 


(46) 的 对 应 的 解 是 o 十 tot 。 显 然 ,对 学 任何 的 常数 qo 与 50, 它 满 足 边 值 条 件 (50)。 
糙 果 对 于 我 个 得 到 : ， 


ulr, 划一 @ 十 bot 二 于 (ancog akt +bn gin ak 
全 


对 4 求 导数 再 渡 1=0, 就 得 到 在 各 始 条 件 (48) 中 出 现 的 醒 数 的 展开 式 : 


0 Sinknr 
La 5 


?91(7) =aor+ So sinknr; ropa(?)=bor+ Db Sin knr o 


注意 到 方程 (57) , 不 难 验 证, 查 区 阅 (0, A) 上, sin fn? 不 仅 彼此 正 交 ,与 画 数 7 楷 
正 交 ,就 是 说 
| : rgin frdr=0, 


Yy 


~ 
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当 如 才 时 ， 让 Sin rr Bin bar dr=0, 
村 是 上 面 的 表达 式 的 系数 依照 通常 的 法 则 确定 


E map m3 [Rs 
«= zp) fo rar= 二 | rp1(7)dr, 


an =f ?91(7)8in knr dr: Ee Sin2 knr dr o 

对 子 和 柔 数 加 有 类 似 的 公式 。 注 意 ,对 于 方程 (47) ， 当 由 =0 时 ,我 们 得 到 解 v= 常 
数 ,不 过 这 个 解 不 满足 边 亿 条件 (51) , 因为 俯 照 条 件 4>0。 

方程 (46) 可 以 解 秩 作 为 气体 振动 时 关于 速度 势 ! 的 方程 。 这 时 边 值 条 件 (50) 类 
达 的 事实 是 ,在 球 硬 出 现 的 气体 的 速度 沿 球 面 的 法 和 继 方 向 的 苍 速 度 等 于 堆 。 

关于 热传导 方程 (47) 的 边 值 条 件 (8) 央 达 下 述 事实 , 热量 由 球面 放射 到 周转 空间 
中 , 周 洲 空间 的 温度 千 于 淮 。 

209， 唯 一 性 定理 ”现在 我 们 来 光 , 当 葵 定 初始 条 件 及 边 值 条 

件 时 ， 热 传导 方程 的 解 的 唯一 性 问题 [ 肉 考 179] 。 我 们 就 一 维 的 
问题 来 诗 论 ,就 是 关于 有 界 概 轴 0 大 zss1 的 方程 


日 2 


在 平面 人 上 作 一 个 区 域 G,， 界 于 直线 2=0 及 “= 出 现在 "到 
的 线段 0<xs! 以 上 (图 144) 。 再 作 任 何 一 条 直线 段 *= 如 (fo>0)， 
平行 于 2 轴 。 它 由 区 域 G 截 出 一 个 有 限 和 矩形 O4QP, 我 们 用 一 个 
字母 嫉 来 记 这 个 矩形 。 现 在 来 证 明 下 面 这 个 定理 : 

定 下 ” 届 画 数 %2 力 在 人 内 满足 方程 (60) ,并且 直到 的 界 
线束 粮 ， 这 时 ,wlz, 四 在 五 的 最 大 箔 与 最 小 什 在 由 边 OP，O4 与 
4Q 钥 成 的 吾 的 -部 从 界线 !_ 上 达到 。 

证 明 时 我 们 只 限于 考虑 最 大 值 的 情形 ,而 且 用 友 证 法 来 证 明 。 
设 wlz, 引 的 最 大 值 不 是 在 1! 上 达到 ,而 是 在 五 内 或 另 一边 PQ 上 
达到 , 末 是 我 们 就 会 引出 耶 盾 米 。 裔 这 个 最 大 值 在 点 (2', 坟 达到 ， 
而 且 等 于 歼 。 于 是 画 数 (2z, 办 在 上 上 的 最 大 值 小 于 到 。 作 一 个 
新 画 数 v(z, 人 四 和 如下: 


加 144. 


vv, 四 一 We t) —h(t—to), (61) 
其 中 是 一 个 正 数 ,我 们 现在 来 园 定 它 。 在 短 形 互 上 我 们 有 : 
ww, tb) vr, t) uly, t) + hto, 
于 是 我 们 可 以 固定 一 个 与 喜 足 够 近 的 数 b, 使 得 wz 级 及 wz 月 
在 ! .上 的 最 大 值 小 于 vlz, 台 在 点 (2', 直 的 值 。 这 样 选择 好 时 ， 
在 互 上 画 数 oz, 为 就 不 在 ! 上 取 最 大 值 ， 而 在 五 内 或 在 边 PQ 
内 。 我 们 分 别 考虑 这 两 种 情形 ,这 两 种 情形 都 会 引 至 矛盾 。 
讼 w(z, 人 在 且 内 的 某 一 点 0(wmi, 加) 取 最 大 值 。 凤 在 这 点 C 
画 数 v(z, 作 就 取 极 大 值 ,于 是 在 这 点 我 们 应 当 有 [I, 58] : 


由 此 推出 血 -0 名->0, 
或 者 ,根据 (6D): 


i 


不 过 在 G ， 
器 的 不 等 式 : - 
Te 切 达 到 


”的 改变 ,我 们 在 


的 值 不 小 于 它 4 
改变 ,在 点 不 各 


极 大 值 。 如 此 ， 
的 矛盾 ,于 是 证 
由 所 证 明 自 
雾 , 则 在 整个 矩 
定理 。 
诉 除 方程 
度 ) : 
w|is0=f (4 
这 些 条 件 :5 


这 些 界 值 在 G1 


就 是 说 4(0) =. 
在 有 方程 (60) 得 
是 过 和 统 的 ， 这 1 
(60) 的 解 ， 宅 在 
推 知 ,在 G 内 
训 , 如 果 不 要 求 
这 两 个 点 的 近 欠 
值 不 应 当 是 一 用 

公式 (12) 希 
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.满足 方程 (60) , 于 是 所 与 的 不 等 式 引 垩 昔 


”现在 发 在 巨 上 oo 切 在 边 PQ 内 一 点 
[。 考虑 w(z, 蚊 治 着 平行 于 主轴 的 缕 段 Vi 
得 汉 不 等 式 - 弛 >0, 因为 面 数 wz, 念 在 点 刀 
线段 WN 上 的 值 。 再 考 卡 022 四 沿 PQ 的 
等 式 . 人 <0, 因为 vz, 加 在 点 N(z=o) 有 


[2 2 OW 、 
NG 一 020850, 像 上 面 一 样 引出 同 梯 
直接 推 知 , 若 在 整个 界线 1 上 ww(z, 引 等 于 
上 vc， 为 等 于 零 , 这 就 很 简单 的 引出 唯一 性 


,具有 初始 条 件 和 边 值 条 件 (在 端点 的 已 知 温 


SowED); ulero=w(t); lst=w1(t), (62) 


G 的 界线 上 的 已 知 丙 数 久 (zw, 办。 我 们 算 作 
ij 点 0 与 4 在 内 的 整个 界线 上 是 速 统 画 数 ， 
%1(0) = 了 (UD) 。 发 对 于 条 件 (62)， 在 给 内 存 
解 w(z, 妨 与 wz(z, 作 ,它们 苞 到 G 的 界线 
| 之 其 w(z, 拉 ==Wwi(2, 台 一 Uz(z, 也 是 方程 
整个 界线 上 等 于 零 。 由 以 上 证 明 的 定理 竹 接 
剖 于 震 , 就 是 说 , ui(z, 肖 与 wz(z, 四 至 同 。 注 
力 在 点 0 与 4 连 粮 , 而 只 要 求 这 两 个 函数 在 
， 唯一 性 定理 仍然 成 立 。 这 时 在 这 两 个 点 界 


于 无 界 查 韩 的 解 。 裔 已 知 丙 数 .A(z) 连 千 并且 


020 高 等 效 学 咯 ， 


有 一 一 一 一 一 -一 ~ 


在 某 一 个 线 眉 (一 5， 十 四 之 外 蕊 等 于 零 ,于 晤 
co- 六 Ac 全。 

利用 这 个 公式 , 不 难 证 明 ， 当 w yco 或 六 > 一 oo 时 ,对 上 来 
吴 ， uw, 六 一 致 趋向 堆 ， 就 是 说 , 当 葵 定 任 何 正 数 。 时 ， 存 在 有 这 
样 的 正 数 ,使 得 当 |z| > 下 而 1 为 任何 值 时 |w(w, 人 | <s。 我 们 
来 十 明 ， 对 于 给 定 的 林 妈 条 件 ( 6 )， 具 有 这 样 的 性 针 的 解 只 有 一 
个 。 像 以 上 一 样 ,只 须 证 明 vtz, 力 在 ” 轴 上 取 最 大 值 与 最 小 值 。 
我 们 用 反 证 法 求证 明 。 肯 wo, 个 在 某 一 点 (ou, 切取 最 大 值 Mr， 
其 中 二 >0, 就 是 说 ,在 区 间 一 ceo<z< 十 ce 上 Jo)<。 注 意 到 
在 区 阅 ( 一 6， 信之 外 7(z) 0， 就 可 以 断定 M>0。 作 两 条 直 塘 
2= 二 ad 与 25 一 一 0 选择 4 足够 大 以 至 于 在 这 两 条 直线 上 不 等 式 
lu(ey | < 下 成 立 , 由 这 两 条 志 线 ,o 轴 以 及 过 点 平行 于 4 轴 
的 站 姜 作 成 一 个 敌 形 (图 145) 。 面 数 uz 个 在 点 0 的 值 大 于 它 


| “ 


图 145， 
在 由 三 边 "=d, 2= 一 与 i=0 组成 的 瑟 的 一 部 分 界线 1 上 的 
值 。 如 此 , 画 数 w(z, 引 在 和 矩 形 五 上 的 最 大 值 ,或 者 在 且 内 ,或 者 
在 通过 点 C 的 一 边 内 达到 ,这 就 如 同 .上 面 一 样 引 至 了 矛盾。 如 此 ,证 
明了 在 对 于 .ec) 所 作 的 假定 下 具有 上 述 性 贤 的 问题 的 解 的 唯一 
性 。 


EGEneorel ThPormet son 
书 名 二 高 等 数学 教程 ” 第 二 卷 。 第 三 分 册 (修订 本 》 
作者 二 Bu .斯 米尔 诺 夫 


封面 页 
书 名 页 
版 权 页 
目录 页 
第 七 章 


数学 物理 偏 微 分 方程 


tin 


这 外 


波动 方程 

3 ， 弱 的 振动 方程 
达 朗 倍 尔 解 
特殊 情形 

有 和 界 弦 

富里 埃 法 
调和 素 与 驻 波 
强迫 振动 

集中 的 力 

卜 阿桑 公式 
柱 面 波 
空间 的 情形 
非 齐 次 波动 方程 
点 源 
膜 的 横 振 动 
矩形 膜 

圆 形 膜 

唯一 性 定理 

富里 埃 积分 的 应 用 


吕 虽 mo 


HE 


推广 的 弦 振 动 方程 

. ”无 界线 路 的 一 般 情形 

8 7 . 关于 有 界线 路 的 富里 埃 法 
8 8 . 推广 的 波动 方程 


cocoomo 过 mn 站 站 站 站 DD 虽 唱 唱 口 口 口 口 


[于 


特 

任意 函数 的 展开 式 

其 方程 

调和 函数 

格林 公式 

调和 函数 的 基本 性 质 
关于 圆 的 狄 义 赫 利 问题 的 解 
卜 阿 又 积分 

关于 球 的 犹 义 赫 利 问题 
格林 函数 


Perrrrr 世 Frr 黄 PrFrrrrrrrr 兴 Prrrrrrrrrrrrrrenn 


人 


附录 页 


半空 
质 体 


方程 
无 界 


DMNNNNNN 渤 NNN 
Coooocoococ 丰 Soo0 


间 的 情形 
4 势 量 


卜 阿 桑 方 程 
到 希 荷 夫 公式 


9 . 
0 . 

1 

Die 

导 

3 . ”基本 方程 
4. 

5 

6 

7 

8 

9 


4 枢 轴 


一 端 有 界 的 枢 轴 
两 端 有 界 的 枢 轴 
补充 知识 

球 的 


青 形 


唯一 


定理 


